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Abstract 
Generally, the determination methods of the satellite orientation are known as attitude 
determination and attitude estimation. The attitude determination solution of the satellite leads to 
the Wahba problem. Therefore, at least two independent measurement vectors and two 
corresponding reference vectors are needed to apply the Wahba problem. These input vectors aren't 
accurate due to sensor noises, misalignment, and low-order approximations. However, these 
uncertainties aren't considered in the classic Wahba problem directly.  In this case, the estimation 
error of the Wahba problem depends on the input vectors' accuracy. Hence, modeling error and 
measurement noise are modeled using Interval analysis. Then, the attitude determination problem 
is transformed from a single-objective problem to a multi-objective robust optimization problem. 
Since solving the multi-objective problem with heuristic solvers such as NSGA II is time-
consuming, the multi-objective problem was solved using the min-max optimization algorithm. 
The attitude determination error with the proposed method is reduced (7 times) compared to the 
quaternion method, and its dependence on the accuracy of the input vectors is reduced (200 times). 
In fact, while reducing the mean attitude error, the algorithm robustness has increased compared to 
the uncertainties in the input vectors. Using the min-max algorithm has reduced the execution time 
of the algorithm (about 600 times) compared to the NSGA II algorithm and is suitable for real-time 
applications. Based on the results, the proposed method has narrower bounds, so that the mean 
square error (RMS) is decreased by more than 50% over the q-method. 
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 چکیده 
مسئله حل شوند. وضعیت شناخته میتخمین وضعیت وگیري ماهواره با عناوین تعیینجهت تشخیص هاي عموماً روش 

گیري  . به منظور به کارگیري مسئله وهبا نیاز به حداقل دو بردار اندازهشودمیمسئله وهبا  وضعیت ماهواره منجر به حلتعیین
ل وجود  به دلی ها،سنسور گیرياندازه وجود اینکه    بامرجع است. سنسور و بردارهاي متناظر در دستگاه مستقل در دستگاه 
لیکن، این عدم   تند،ها هسگیريتقریبی از این اندازهو بردارهاي مرجع نیز  ، داراي عدم قطعیت استنویز و ناهمراستایی

وابسته   به دقت بردارهاي وروديها این روشدقت تخمین  به طوري کهاند. در مسئله وهبا در نظر گرفته نشده هاقطعیت
اي مدل شده  حساب بازه  با  تمام خطاهاها کراندار هستند و  شده است تمام نامعینی  . به منظور رفع این کاستی، فرضاست

مقاوم چندهدفه با دو تابع هدف و   یابیمسئله تعیین وضعیت از یک مسئله تک هدفه به یک مسئله بهینه ،سپساست. 
، زمانبر است، تابع  NSGA IIشود. از آنجا که حل مسئله چندهدفه با حلگرهاي اکتشافی نظیر قیود غیرخطی تبدیل می

در این حالت، خطاي تعیین وضعیت با روش  . شد یابی کمینه بیشینه حلچندهدفه حاصل با استفاده از الگوریتم بهینه
 200برابر) کاهش یافته است، و از وابستگی آن به دقت بردارهاي ورودي (حدود    7روش کواترنیون، (  پیشنهادي نسبت به

هاي موجود در بردارهاي  ضمن کاهش میانگین خطا، قوام الگوریتم نسبت به عدم قطعیت ،ر واقعبرابر) کاسته است.  د
حدود    NSGA IIاجراي الگوریتم را نسبت به الگوریتم    ورودي افزایش یافته است. استفاده از الگوریتم کمینه بیشینه، زمان

د روش پیشنهادي براي حرکت در مدار یک ماهواره،  برابر کاهش داده است و مناسب کاربردهاي به هنگام است. عملکر  600
ت،  هاي کوچکتري نسبت به روش کواترنیون اسروش پیشنهادي داراي کراناست. براساس نتایج، مورد بررسی قرار گرفته 

 کاهش یافته است.  %50) بیش از  RMSبه طوري که میانگین مربعات خطا ( 
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 علائم و اختصارات
 نماد توضیح

 A عیتماتریس وض
A𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ماتریس وضعیت مطلوب  

A𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ماتریس وضیت تخمین زده شده  
 A∆ خطاي ماتریس وضعیت

 ai ضریب وزنی
 bI ايگیري بازهبردار  اندازه
 bi گیريبردار اندازه

 bim ايگیري بازهمقدار میانی بردار  اندازه
 bi∆ ايگیري بازهندازهعدم قطعیت بردار  ا

 br ايگیري بازهشعاع بردار  اندازه
 bjr گیريبردار اندازهبردار مولد عدم قطعیت 
 bexact گیريمقادیر نامی بردار انداره

 bperturbed گیريمقادیر اغتشاشی بردار اندازه
 G گیريماتریس شکل بردارهاي اندازه

 H ي مرجعماتریس شکل بردارها
4ماتریس  ×  K مسئله وهبا 4

 Km مقدار میانی ماتریس وهبا 
ناشی از عدم قطعیت عدم قطعیت ماتریس مسئله وهبا 

 گیريبردار اندازه
K∆b 

عدم قطعیت ماتریس مسئله وهبا ناشی از عدم قطعیت 
 بردار مرجع

K∆r 

عدم قطعیت ماتریس مسئله وهبا ناشی از عدم قطعیت 
 گیري و مرجعاندازهبردار 

K∆b,∆r 

 𝐿𝐿 تابع هدف مسئله وهبا
 𝐿𝐿m مقدار میانی تابع هدف مسئله وهبا

 𝐿𝐿∆ هدف مسئله وهباخطاي تابع 
 q بردار کواترنیون

q𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 بردار کواترنیون مطلوب  
 ri بردار مرجع

 rI ايبردار مرجع بازه
 rim ايمقدار میانی بردار مرجع بازه

 ri∆ عدم قطعیت بردار مرجع
 𝑟𝑟r ايبازه مرجعشعاع بردار  

 𝑟𝑟jr بردار مولد عدم قطعیت بردار مرجع
 tr ماتریس یهاي روي قطر اصلدارایهمجموع 

 W ماتریس وزنی
 xI ايمتغیر بازه

 xm ايمقدار میانی متغیر بازه
 xr ايشعاع متغیر بازه

,φ اویلرزوایاي  θ,ψ 

 α گیريضریب عدم قطعیت بردار اندازه
bjr α𝑗𝑗ضریب عدم قطعیت در راستاي بردار مولد  

 β ضریب عدم قطعیت بردار مرجع
𝑟𝑟jr β𝑗𝑗ضریب عدم قطعیت در راستاي بردار مولد  

 λ مقدار ویژه
𝜆𝜆𝑖𝑖 ضرایب وزنی مسئله نیل به آرمان  

 [α] گیريقطعیت بردار اندازه ماتریس قطري ضرایب عدم
 [β] ماتریس قطري ضرایب عدم قطعیت بردار مرجع

 𝜗𝜗𝜗𝜗 خطاي زاویه اویلر
 ∗𝐿𝐿 𝑍𝑍𝑖𝑖نقطه آرمانی براي تابع هدف 
∗𝐿𝐿∆ 𝑍𝑍∆𝐿𝐿نقطه آرمانی براي تابع هدف   
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 مقدمه -۱
تعیین هاي اصلی و مهم ماهواره، زیرسیستم یکی از زیرسیستم

وضعیت فضاپیما   تشخیصندي براي وضعیت است. تعیین وضعیت فرآی
نسبت به یک دستگاه مرجع اینرسی است. سیستم تعیین وضعیت، 

هاي  کند. بنابراین هر چه دادههاي سیستم کنترل را تأمین میورودي
مطلوبتري خواهیم داشت. از  تر باشد، کنترل خروجی این سیستم دقیق

پذیرد که هاي نویزي صورت میگیريتفاده از اندازهطرفی تخمین با اس
سنج،  سنج، شتابتوسط حسگرهایی نظیر حسگر خورشید، مغناطیس 

، قوام و سرعت انجام  آیند. از اینرو، دقت ژیروسکوپ و... به دست می
یار مهم هر محاسبات یا به عبارتی هزینه محاسباتی، سه مشخصه بس

ن در مسئله تعیین وضعیت سعی بر سیستم تعیین وضعیت است. بنابرای
 . شودهاي نویزي این سه مشخصه محقق  گیريبا اندازهاین است که  

فرآیند طراحی این زیرسیستم داراي پیشینه طولانی است، لیکن،  
هاي متعدد ناشی از قیود فیزیکی  هاي کوچک و محدودیتتوسعه ماهواره

حت تأثیر قرار داده  ها، طراحی این زیرسیستم را تشده بر روي آناعمال  
است. از جمله این   را فراهم آوردههاي جدیدي لشاست و چا 

محدودیت در تولید توان مورد نیاز و حجم  توان به ها میمحدودیت 
محدود در دسترس اشاره کرد. از طرفی استفاده از حسگرهاي  

هایی نیز به همراه دارد.  کمتر چالش قیمت با وزن و مصرف انرژيارزان 
هاي این حسگرها  گیرياندازهن چالش در این زمینه، دقت کمتر  مهمتری

 نسبت به دیگر انواع حسگرهاست.  
نحوه قرارگیري ماهواره نسبت به یک   تشخیصمباحث مربوط به 

و    )Atittude determination(  وضعیتدستگاه مرجع با عناوین تعیین
شوند.  شناخته می )Atittude estimation( وضعیتتخمین

اي اشاره دارد که وضعیت  وضعیت به رویکردهاي بدون حافظه نتعیی
کنند. اغلب این  سیستم را نقطه به نقطه در هر گام زمانی تعیین می

هاي وضعیت را به حساب  گیريها خصوصیات احتمالاتی اندازه روش
دار اشاره دارد. رویکرد  وضعیت به رویکردهاي حافظهآورند. تخمیننمی

از مدل دینامیکی حرکت سیستم در ساختار    اي استفادهدار به معنحافظه
زمان به  گیري شده در طول هاي اندازهفیلتر است، به طوري که داده

هاي تخمین  از جمله روش  .]1[شوند  منظور استفاده در تخمین حفظ می
 توان به فیلتر کالمن اشاره نمود.وضعیت می

هاي تعیین وضعیت ماهواره، با نام روشهاي  اي از روشدسته
شوند. از جمله این شناخته میاي نقطه-نقطه به نقطه یا تک

هاي حداقل مربعات، روش کواترنیون، توان به روشها میروش

، روش تخمینگر بهینه کواترنیون ]3, 2[روش تخمین کواترنیون 
 ]8[، روش ماتریس وضعیت بهینه  ]7[، تجزیه مقادیر منفرد  ]4-6[

اشاره کرد.  ]9[و روش تخمینگر ماتریس وضعیت خطی سریع 
. شودمیها منجر به حل مسئله وهبا تعیین وضعیت با این روش

هاي زمان ها همانطور که از نامشان پیداست تنها از دادهاین روش
کنند. خصوصیت دیگر حال براي تعیین وضعیت استفاده می

نقطه به نقطه، عدم استفاده از مدل دینامیکی سیستم  هايروش
هاي الگوریتمبا نام  ،شد. به همین دلیلبابراي تعیین وضعیت می

ها از تمامی بردارهاي شوند. این روشمی شناختهاستاتیکی نیز 
ها کنند. این روشري در همان گام زمانی استفاده میگیاندازه

ها هستند و مستقل یگر روشداراي زمان اجراي کمتر نسبت به د
د. دسته باشند و ماهیتی غیرخطی دارناز دینامیک سیستم می

هاي تعیین وضعیت، رویکردهاي بازگشتی هستند که دیگر روش
هاي قبلی را بدون بکارگیري دینامیک سیستم در نظر تمامی داده

توان به روش بازگشتی تخمین گیرند که از آن جمله میمی
، تخمین ]11[، تخمین کواترنیون بازگشتی بهینه  ]10[کواترنیون  

وضعیت بهینه و فیلتر بازگشتی  ]12[کواترنیون تعمیم یافته 
 اشاره کرد. ]13[ترتیبی 

هاي  هاي نقطه به نقطه با نام روشرویکرد دیگر در استفاده از روش
شوند. در واقع  شناخته می  )nontraditional(غیرسنتی  وضعیت  تعیین  

تخمین هاي هاي نقطه به نقطه و روشها ترکیبی از روشاین روش
ها در هر گام زمانی، وضعیت نظیر فیلتر کالمن هستند. در این روش

شوند.  هاي نقطه به نقطه محاسبه میزوایاي اویلر با استفاده یکی از روش 
سپس این زوایا به عنوان مدل مشاهده در فیلتر کالمن به کار گرفته 

روش  به  توان  استفاده مینقطه مورد    هاي نقطه بهشوند. از جمله روشمی
اشاره   ]16-15[تجزیه مقادیر منفرد و روش  ]14[تخمین کواترنیون 

ها، کاهش بار محاسباتی به دلیل خطی بودن  کرد. مزیت اصلی این روش
 . ]17[هاست  گیريمدل مشاهده، و قوام نسبت به از دست رفتن اندازه 

هاي  کمیتبه برخی  هاي مربوطهاي نقطه به نقطه به دادهروش
در دو   یر میدان مغناطیسی زمین، بردار جهت خورشید و ...برداري نظ

علاوه بر حسگرها که داراي خطاهایی نظیر  مرجع مختلف احتیاج دارند.  
هاي استخراج شده از  ناهمراستایی، بایاس، نویز و ... هستند، مدل

اینرو، با افزایش  ها نیز داراي نامعینی هستند. از  هاي مربوط به آنکمیت
هاي استاتیکی کاهش  ها، دقت تعیین وضعیت با روشقطعیتعدم سطح  

توان با  میدان مغناطیسی زمین را می ،یابد. به طور مثالمی
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گیري کرد.  اندازه ،شود سنجی که روي بدنه ماهواره نصب میمغناطیس 
قطعیت هستند، به طوري که شامل  ها خود داراي عدمگیرياین اندازه 

هاي  مراستایی، بایاس و خطاهاي ناشی از میدانخطاهاي نصب، نویز، ناه
شوند. از طرفی همیشه یک خطا بین میدان  مغناطیسی اطراف و ... می

هاي میدان مغناطیسی زمین  مغناطیسی محاسبه شده با استفاده از مدل
با مقادیر واقعی وجود دارد که حدود    𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊و    IGRFاز جمله مدل  

تر استفاده  هایی با مرتبه پایین لرآورد شده است. اگر مد درصد ب 20
شود. تمام این قبیل درصد به مقدار این خطا افزوده می 10 ،شود

شوند. با در نظر گرفتن یک  ها باعث خطاي تعیین وضعیت مینامعینی
گیري،  درصد مقدار نامی بردارهاي اندازه 30عدم قطعیت برابر 

خطاهاي بزرگی  اراي استاتیکی مرسوم د هاي تعیین وضعیت الگوریتم
اند، بررسی قوام  ها بزرگ خواهند شد. بنابراین هنگامی که نامعینی

 آید. سیستم تعیین وضعیت یک نیازمندي اساسی به حساب می
هاي نقطه به نقطه وابسته به  وضعیت با روش  عییناگرچه خطاي ت

سازي  مدلي ها، لیکن، نامعینیگیري استاندازه سازي وخطاهاي مدل 
شوند.  گیري به طور مستقیم در مسئله وهبا در نظر گرفته نمیاندازهو 

ها بیشتر باشد، متناسب با آن  گیريبه طوري که هر چه خطاي اندازه 
نیز افزایش خواهد یافت. این کاستی هنگامی   تعیین وضعیتخطاي 
  ستفاده گیري ااندازه  برايقیمت  که از سنسورهاي ارزان   شودمی تر  بحرانی
 شود.  

هاي کمی در تحقیقات قبلی وجود دارد که این روش
مسئله وهبا  ]18[گیرند. احمدِ و کریگان ها را در نظر مینامعینی

بیشینه با استفاده از -سازي کمینهرا به صورت یک مسئله بهینه 
با جایگزینی نرم  کردند. سپس ها بازنویسینرم بینهایت نامعینی

سازي را به یک مسئله  بینهایت با یک کران بالا، مسئله بهینه
د. روش پیشنهادي داراي سازي نزدیک بهینه تبدیل نمودنکمینه

، این مسئله ]19[یک تابع هدف و قید درجه دو است. در مرجع 
ن ریزي نیمه معیبه یک مسئله برنامه  ،سازي تقریب زده شدهکمینه

با تابع هدف خطی و قیود ناتساوي ماتریسی خطی، تعمیم یافته 
مسئله وهبا با استفاده از روش حداقل  ]20[است. در مرجع 

ریزي  بازنویسی شده است و به یک مسئله برنامه  شدهمربعات کوتاه
ا در حضور تعداد مسئله وهباست. سپس  شدهدرجه دو مقید تبدیل  

حل شده است.  )Outlier( هاي خارج از محدودهزیادي از داده
یک تخمینگر هندسی مبتنی بر مسئله وهبا براي  ]21[مرجع 

هاي متفاوت با استفاده از تحلیل هایی با نرخه با وروديهمواج
تعمیمی از مسئله  ]22[است. مرجع  پایداري لیاپانوف ارائه نموده

ارائه و یک حل بسته  )Lasso( وهبا براساس فرمولبندي لاسو
 بهینه از آن معرفی نموده است.

هاي موجود طعیتدر نظر گرفتن عدم ق پژوهشنوآوري این 
در بردارهاي ورودي در مسئله وهبا و استخراج فرآیندي چندهدفه 

کاهش خطاي تعیین وضعیت در حضور خطاي بردارهاي   به منظور
اي به عنوان گیري از حساب بازهبهره ،ورودي است. نوآوري دوم

هاست. استفاده از سازي این عدم قطعیتابزاري کاربردي در مدل
گذارد که با رویکردي کان را در اختیار میمین ااي احساب بازه

ها و تنها با غیراحتمالاتی و بدون اطلاع از نوع توزیع عدم قطعیت
سازي کرد. نوآوري سوم بهبود هایشان، آنها را مدلدانستن کران

عملکرد روش پیشنهادي براي کاربردهاي برخط، با به کارگیري 
 3که در انتهاي بخش طور همانیابی مناسب است. الگوریتم بهینه

مقاله اثبات شده است، نقطه آرمانی براي هر دو تابع هدف عدد 
صفر است. این خصوصیت بیانگر مواجهه با یک مسئله نیل به 

یابی کمینه بیشینه  آرمان است. بنابراین با انتخاب الگوریتم بهینه
که نوع خاصی از یک مسئله نیل به آرمان است، ضمن حفظ 

ودن خطاي تعیین وضعیت روش پیشنهادي، نه ب کمی خصوصیت
زمان اجراي آن بسیار کاهش یافته است، به طوري که براي 

 کاربردهاي برخط مناسب است.
ها در مسئله وهبا، دقت با اعمال و در نظر گرفتن عدم قطعیت

خطاي  RMSبه طوري که  ،تعیین وضعیت بهبود یافته است 
یابی وه بر کمینهي علانهادیابد. در روش پیشتخمین کاهش می

تابع هدف مرسوم در مسئله وهبا، تغییرات تابع هدف براساس مدل 
-. این بدان معناست که پاسخشودمییابی  استخراج شده نیز کمینه

 هاي ارائه شده داراي خطاي کمینه هستند.
صورت سازماندهی شده است که ابتدا به کمک  این مقاله  بدین

سازي شده و در مسئله وهبا در مدل يهانامعینیاي، حساب بازه
صورت یک مسئله  شوند سپس مسئله وهبا بهنظر گرفته می

سازي چندهدفه بازنویسی  و با استفاده از یک حلگر چند بهینه 
 .شودمیهدفه حل 
 تعریف مسئله -۲

 اي،نقطه تک وضعیت تعیین هايالگوریتم اکثر بنیاد اساس و
 داروزن مربعات حداقل مسئله وهَبا یک مسئله وهَبا است. مسئله

  کمک  به بهینه وضعیت ماتریس تعیین براي غیرخطی و
 تابع است. مستقل گیرياندازه بردار دو حداقل از ايمجموعه 



 زردشتی و هقدیري، اسماعیل زاد 
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  تعریف   زیر  صورت  به  شودکمینه   باید  مسئله  این  در  که  عملکردي
 :]23[  شودمی

)1( 𝐿𝐿 =
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖‖𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖‖2
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

𝒂𝒂𝒊𝒊 ، لر است.کااس و مثبت و عددي وزنی ضریب 𝑵𝑵 تعداد ،
به ترتیب بردار   𝒓𝒓𝒊𝒊و   𝒃𝒃𝒊𝒊 وضعیت، وماتریس   𝑨𝑨 مشاهدات،

را دارد  وهَبا این قابلیت مسئله گیري و بردار مرجع هستند.اندازه
 همزمان  طور به که نویزي گیرياندازه بردارهاي از تعداد که هر

ش  پرداز بهینه وضعیت آوردندستبه براي را شوندمی محاسبه
 بدون سراسري بهینه هايپاسخ ارائه در روش این توانایی .کند
 نظر در مانند کنندهمحدود هايو فرض سازيخطی گونههیچ

 به آن پژوهشگران از بسیاري توجه موجب کوچک، زوایاي گرفتن
 است. شده

 در اکثر است. شده ارائه وَهبا مسئله براي بسیاري هايحلراه
 شود.می بیان دیگر شکلی عملکرد به تابعاین مسئله،  هايحل راه

 براي هاکواترنیون از استفاده زمینه  این در کاربردي رویکردي
 از  استفاده  که  داد  نشان  ]24[  داونپورت  است.  عملکرد  تابع  نمایش

 تابع منجر به ،وهَبا مسئله عملکرد تابع بیان ها برايکواترنیون
 مقادیر  مسئله  حل  نه آن باو پاسخ بهی  شودمی  دو  درجه  عملکردي

 آید.می دست بهزیر  ویژه
 

 

)2( 

𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝜆𝜆𝜆𝜆 

𝐾𝐾 = �𝐵𝐵 + 𝐵𝐵𝑇𝑇 − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵)𝐼𝐼3 𝑍𝑍
𝑍𝑍𝑇𝑇 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵)

� 

𝐵𝐵 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

𝑍𝑍 = �𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖 × 𝑟𝑟𝑖𝑖)
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 𝑲𝑲و  بردار ویژه متناظر با آن، 𝒒𝒒مقدار ویژه،  𝝀𝝀)، 2در رابطه (
𝟒𝟒ماتریسی متقارن و  ×  روش عنوان با داونپورت که حلاست.  𝟒𝟒

𝒒𝒒  ماتریس  جاي به را وضعیت هايکواترنیون شود،می شناخته
 است،  ) مشخص2(  رابطه  از  که  همانطور کند.می  وضعیت محاسبه

 وضعیت  باشد.می 𝑲𝑲ماتریس   براي  ویژه  بردار  یک  کواترنیون،  بردار
 𝑲𝑲 ماتریس است.  𝑲𝑲 ماتریس ویژه  ردابر معادل موردنظر بهینه

 باشدمی هاآن با متناظر ویژه چهار بردار و ویژه مقدار چهار داراي
 .بهینه است  وضعیت  به  بردار کواترنیون مربوط  آنها  از  یکی  تنها  که

 ، تخمین𝑲𝑲 ماتریس ویژه مقدار بزرگترین با متناظر بردار ویژه
 و خصوصیات جمله زا باشد.وضعیت می از مربعات حداقل بهینه

 روش، این همچنین  .]3[بودن آن است  مقاوم ،𝒒𝒒 روش مزایاي
 گونههیچ بدون و مستقیم طور به وهَبا را غیرخطی مسئله
 .نمایدمی حل کنندهساده هايفرض با سازيخطی

) براي تعیین 1بتنی بر معادله (به نقطه مهاي نقطه روش
گاه بدنی و هاي برداري هم در دستنیازمند کمیتماتریس دوران، 

توان . از اینرو تنها از سنسورهایی میهم در دستگاه مرجع هستند
در آن گیري شده هاي مربوط به کمیت اندازهبهره برد که داده

سنج، ناطیسبه مغتوان  . از آن جمله میاستدستگاه مرجع موجود  
کرد. بنابراین خطاي  اي اشارهسنسور خورشیدي، و سنسور ستاره

گیري هم وابسته به خطاهاي اندازه  ،هاوضعیت در این روش  تعیین
مسئله وهبا با مدل  يو هم خطاي مدل مرجع است. تحلیل خطا

 ارائه شده است.  ]26,  25,  7,  3,  1[خطاهاي احتمالاتی در مراجع  
 
 هاسازي عدم قطعیتمدل -۲

اي داراي خصوصیاتی است که امکان بررسی بازه حساب
توان روي هر ها را میکند. مفهوم بازهها را فراهم میعدم قطعیت

 𝒙𝒙هر مقدار حقیقی از اینرو، . نمودسازي کمیت نامعینی، پیاده
 :]27[یر بیان نمود صورت ز توان بهرا می 𝒙𝒙𝑰𝑰متعلق به بازه 

)3( 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑚𝑚 + 𝛼𝛼𝑥𝑥𝑟𝑟,      𝛼𝛼𝛼𝛼[−1 1] 

𝒙𝒙𝒎𝒎  و𝒙𝒙𝒓𝒓  مرکز و شعاع بازه𝒙𝒙𝑰𝑰  .هستند𝜶𝜶  مقداري حقیقی در
گیري شده و با توجه به اینکه مقادیر اندازه است. 1تا  -1بازه 

طه طعیت باشند، با تعمیم رابتوانند داراي خطا و عدم قمرجع می
اي به صورت  هها را به کمک حساب بازتوان آن ) براي بردارها، می3(

 زیر درنظر گرفت:
 

 

 

)4( 

 

𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑏𝑏𝐼𝐼) + ∆𝑏𝑏 = 𝑏𝑏𝑚𝑚 + �𝛼𝛼𝑗𝑗𝑏𝑏𝑗𝑗𝑟𝑟
3

𝑗𝑗=1

 

     = 𝑏𝑏𝑚𝑚 + [𝛼𝛼]𝑏𝑏𝑟𝑟  ,𝛼𝛼𝑗𝑗𝜖𝜖[−1 1] 

𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑟𝑟𝐼𝐼) + ∆𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑚𝑚 + �𝛽𝛽𝑗𝑗𝑟𝑟𝑗𝑗𝑟𝑟
3

𝑗𝑗=1

 



   بیشینه-تعیین وضعیت بهینه مقاوم ماهواره مبتنی بر الگوریتم بهینه یابی کمینه
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    = 𝑟𝑟𝑚𝑚 + [𝛽𝛽]𝑟𝑟𝑟𝑟  ,𝛽𝛽𝑗𝑗𝜖𝜖[−1 1] 

 
𝒃𝒃𝒊𝒊  و𝒓𝒓𝒊𝒊 هاي بردارهاي حقیقی متعلق به بازه𝒃𝒃𝑰𝑰  و𝒓𝒓𝑰𝑰  .هستند
∆𝒃𝒃  و∆𝒓𝒓 پارامترهاي  هاي کراندار هستند.ینینامع𝒃𝒃𝒋𝒋𝒓𝒓  و𝒓𝒓𝒋𝒋𝒓𝒓  بیانگر

امین - 𝒋𝒋ها به غیر از هاي آنامی المانبردارهایی هستند که تم
شعاع  ،𝒓𝒓𝒓𝒓و  𝒃𝒃𝒓𝒓  ، ضرایب اسکالر هستند.𝜷𝜷𝒋𝒋و  𝜶𝜶𝒋𝒋 المان، صفر است. 

گیري در هر هستند. با توجه به اینکه اندازه 𝒓𝒓𝑰𝑰و  𝒃𝒃𝑰𝑰بازه خطاي 
راستا مستقل از دیگر راستاها در نظر گرفته شده است،  

و   𝒃𝒃𝒊𝒊بردارهاي  ماتریس همانی هستند.  [𝜷𝜷]و   [𝜶𝜶]هاي ماتریس
𝒓𝒓𝒊𝒊، :بردارهایی نرمالیزه شده هستند. بنابراین خواهیم داشت 

1 = ‖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖‖2

= 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + 2𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖 

1 = ‖𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖‖2

= 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + 2𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑟𝑟𝑖𝑖 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖 

 در نتیجه خواهیم داشت: 

 

)5( 
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑏𝑏𝑖𝑖 =

1
2
�1 − 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 − ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖� 

𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
∆𝑟𝑟𝑖𝑖 =

1
2
�1 − 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 − ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖� 

 
ب مقاوم مبتنی بر حساتعیین وضعیت بهینه  -۳

 اي بازه
هاي نقطه به نقطه وابسته به  وضعیت با روش تعییناگر چه خطاي  

سازي  هاي مدل، لیکن، نامعینیاستگیري سازي و اندازهخطاهاي مدل 
است.     در مسئله وهبا در نظر گرفته نشدهگیري به طور مستقیم  و اندازه

  سازي، و مدل  )4( هفاده از رابطها را با استتوان این نامعینیبنابراین می
 مسئله وهبا را به صورت زیر بازنویسی کرد:

𝐿𝐿 =
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖[(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖) − 𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)]𝑇𝑇[(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ ∆𝑏𝑏𝑖𝑖) − 𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)] 

=
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖[(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑇𝑇(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− (𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑇𝑇 𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)  
− (𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖)
+ (𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)] 

=
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 2 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖

+ ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖� + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

+ 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
∆𝑟𝑟𝑖𝑖 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖� 

𝐿𝐿 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

−�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ �𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑟𝑟𝑖𝑖�

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

 

اي است. بنابراین هر تابع حقیقی یک تابع بازه  𝑳𝑳تابع هدف 
ع هدف ) به صورت دو تاب3(توان براساس رابطه  متعلق به آن را می

 :مجزا به صورت زیر بیان کرد
𝐿𝐿(𝐴𝐴) = 𝐿𝐿𝑚𝑚 + ∆𝐿𝐿 

∆𝐿𝐿 = ∆𝐿𝐿1 + ∆𝐿𝐿2 + ∆𝐿𝐿3 + ∆𝐿𝐿4 + ∆𝐿𝐿5 

𝐿𝐿𝑚𝑚 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

+
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 



 زردشتی و هقدیري، اسماعیل زاد 
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∆𝐿𝐿1 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿2 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿3 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿4 = �𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
∆𝑟𝑟𝑖𝑖�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿5 =
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖 + ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖�
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 

نقطه میانی و نامعینی کراندار تابع هدف هستند.    𝐿𝐿∆و    𝐿𝐿𝑚𝑚در اینجا 
 خواهیم داشت:   𝐿𝐿4∆) در  5با جایگزینی رابطه (

 
∆𝐿𝐿4 = �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

−
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑇𝑇
𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

+ 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

−
1
2
�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
+ ∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇∆𝑟𝑟𝑖𝑖� 

 بنابراین تابع هزینه به صورت زیر بازنویسی خواهد شد: 

 

 

 

 

)٦ ( 

𝐿𝐿(𝐴𝐴) = 𝐿𝐿𝑚𝑚 + ∆𝐿𝐿 

∆𝐿𝐿 = ∆𝐿𝐿1 + ∆𝐿𝐿2 + ∆𝐿𝐿3 

𝐿𝐿𝑚𝑚 = �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

−�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿1 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖 �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇
𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿2 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚�
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∆𝐿𝐿3 = −�𝑎𝑎𝑖𝑖�∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑇𝑇𝐴𝐴∆𝑟𝑟𝑖𝑖�
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

∑در اینجا   𝑎𝑎𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 = )  6شود. با تبدیل رابطه (درنظر گرفته می  1

 : ]28[ها خواهیم داشت  کواترنیونبه یک تابع مرتبه دو از  

 

      

 

 

)۷ ( 

𝐿𝐿(𝐴𝐴) = 𝐿𝐿𝑚𝑚 + ∆𝐿𝐿 

𝐿𝐿𝑚𝑚 = 1 − 𝑞𝑞𝑇𝑇𝐾𝐾𝑚𝑚𝑞𝑞 

∆𝐿𝐿 = −𝑞𝑞𝑇𝑇𝐾𝐾∆𝑟𝑟𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑇𝑇𝐾𝐾∆𝑏𝑏𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑇𝑇𝐾𝐾∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏𝑞𝑞 

𝐾𝐾𝑚𝑚 = �𝐵𝐵
𝑚𝑚 + 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑇𝑇 − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵𝑚𝑚)𝐼𝐼3 𝑍𝑍𝑚𝑚

𝑍𝑍𝑚𝑚𝑇𝑇 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵𝑚𝑚)
� 

𝐾𝐾∆𝑟𝑟 = �
𝐵𝐵∆𝑟𝑟 + 𝐵𝐵∆𝑟𝑟𝑇𝑇 − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵∆𝑟𝑟)𝐼𝐼3 𝑍𝑍∆𝑟𝑟

𝑍𝑍∆𝑟𝑟𝑇𝑇 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵∆𝑟𝑟)
� 

𝐾𝐾∆𝑏𝑏

= �
𝐵𝐵∆𝑏𝑏 + 𝐵𝐵∆𝑏𝑏𝑇𝑇 − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵∆𝑏𝑏)𝐼𝐼3 𝑍𝑍∆𝑏𝑏

𝑍𝑍∆𝑏𝑏𝑇𝑇 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐵𝐵∆𝑏𝑏)
� 

𝐾𝐾∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏

= �
𝐵𝐵∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏 + 𝐵𝐵∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏

𝑇𝑇 − 𝑡𝑡𝑡𝑡�𝐵𝐵∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏�𝐼𝐼3 𝑍𝑍∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏

𝑍𝑍∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏
𝑇𝑇 𝑡𝑡𝑡𝑡�𝐵𝐵∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏�

� 

 

به صورت زیر    𝐾𝐾هاي  ماتریسبراي هر یک از   𝑍𝑍و   𝐵𝐵هاي  ماتریس
 شوند: تعیین می

𝐵𝐵𝑚𝑚 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇 = 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑊𝑊𝑅𝑅𝑚𝑚𝑇𝑇

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝑍𝑍𝑚𝑚 = �𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 × 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚) = (𝐵𝐵𝑚𝑚 × 𝑅𝑅𝑚𝑚)𝑊𝑊
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝐵𝐵∆𝑏𝑏 = �𝑎𝑎𝑖𝑖∆𝑏𝑏𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚
𝑇𝑇 = 𝐺𝐺[𝛼𝛼]𝐵𝐵𝑟𝑟𝑊𝑊𝑅𝑅𝑚𝑚𝑇𝑇

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝑍𝑍∆𝑏𝑏 = �𝑎𝑎𝑖𝑖(∆𝑏𝑏𝑖𝑖 × 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑚𝑚) = (𝐺𝐺[𝛼𝛼]𝐵𝐵𝑟𝑟 × 𝑅𝑅𝑚𝑚)𝑊𝑊
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 



   بیشینه-تعیین وضعیت بهینه مقاوم ماهواره مبتنی بر الگوریتم بهینه یابی کمینه
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𝐵𝐵∆𝑟𝑟 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇 = 𝐵𝐵𝑚𝑚𝑊𝑊𝑅𝑅𝑟𝑟𝑇𝑇[𝛽𝛽]𝑇𝑇
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝐻𝐻𝑇𝑇 

𝑍𝑍∆𝑟𝑟 = �𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑖𝑖𝑚𝑚 × ∆𝑟𝑟𝑖𝑖) = (𝐵𝐵𝑚𝑚 × 𝐻𝐻[𝛽𝛽]𝑅𝑅𝑟𝑟)𝑊𝑊
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝐵𝐵∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏 = �𝑎𝑎𝑖𝑖∆𝑏𝑏𝑖𝑖∆𝑟𝑟𝑖𝑖𝑇𝑇 = 𝐺𝐺[𝛼𝛼]𝐵𝐵𝑟𝑟𝑊𝑊𝑅𝑅𝑟𝑟𝑇𝑇[𝛽𝛽]𝑇𝑇𝐻𝐻𝑇𝑇
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝑍𝑍∆𝑟𝑟,∆𝑏𝑏 = �𝑎𝑎𝑖𝑖(∆𝑏𝑏𝑖𝑖 × ∆𝑟𝑟𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= (𝐺𝐺[𝛼𝛼]𝐵𝐵𝑟𝑟 × 𝐻𝐻[𝛽𝛽]𝑅𝑅𝑟𝑟)𝑊𝑊 

یابی معادل کمینه، 𝐿𝐿(𝐴𝐴)یابی تابع هدف در این حالت کمینه
هاي داراي نامعینی  وروديدر حضور   𝐿𝐿∆و   𝐿𝐿𝑚𝑚همزمان توابع هدف 

هدفه به سازي تک است. بنابراین مسئله مورد بررسی از یک مسئله بهینه
شود. از آنجا که یکی از سازي چندهدفه تبدیل مییک مسئله بهینه

) است، بنابراین مسئله مورد  𝐿𝐿∆یابی تغییرات تابع هدف (اهداف، کمینه
 خواهد بود. مقاوم    هدفهسازي چندبررسی، یک مسئله بهینه

سازي چندهدفه، دو یا چند تابع هدف به طور در یک مسئله بهینه
سازي  شوند. دلیل اصلی براي استفاده از بهینهیابی میان بهینههمزم

چندهدفه اینست که عملکرد یک سیستم چندموضوعی، علاوه بر عملکرد  
نظر   پذیرد. با درها نیز تأثیر میهر یک از اهداف، از اثرات متقابل آن

توان عملکرد کلی سیستم را بهبود بخشید.  گرفتن این اثرات متقابل می 
نوسانات   شودمی سازي چندهدفه مقاوم سعی ک مسئله بهینهدر ی

. در مسئله نمایدها کمینه قطعیتعملکرد کلی سیستم در حضور عدم 
)  7یابی همزمان توابع هدف رابطه (مورد بررسی، این امر توسط بهینه

 شود. انجام می 

) رابطه  NSGA IIبه کمک یک حلگر چندهدفه (  ]30-29[در مرجع  
،  تعیین وضعیت) حل شده است. سپس با تعریف معیار کمینه خطاي  7(

هاي بهینه به دست آمده در جبهه پارتو به عنوان  پاسخی از بین پاسخ
شده است. با وجود اینکه به کمک الگوریتم به  انتخابپاسخ ترجیحی 

استفاده از   مسئله وهبا بهبود یافته است، لیکن به دلیل کار رفته، حل
زمان رسیدن به پاسخ افزایش یافته است. در این یک الگوریتم اکتشافی،  

یابی کمینه  مقاله، به منظور حل این کاستی، از الگوریتم کلاسیک بهینه
 بیشینه براي حل مسئله چندهدفه استفاده شده است.  

اي است که شینه به دنبال یافتن نقطهیابی کمینه بیمسئله بهینه
ز توابع را کمینه کند. یک مسئله کمینه بیشینه با بیشینه یک مجموعه ا

. در  شودحل می  )goal attainment(   تبدیل به یک مسئله نیل به آرمان
و هر پاسخی    شدهیک نقطه آرمانی براي هر تابع هدف تعریف    ،این روش 

پاسخ بهتري خواهد بود. در این   که فاصله کمتري تا آن داشته باشد 
 :]31[شود  ندهدفه به صورت زیر تبدیل میسازي چحالت مسئله بهینه

min  𝑔𝑔(𝑥𝑥| 𝜆𝜆, 𝑧𝑧∗) = ‖𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑧𝑧∗‖𝑝𝑝,𝜆𝜆

= ��𝜆𝜆𝑖𝑖�𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥) − 𝑧𝑧𝑖𝑖∗�
𝑝𝑝

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝

 

𝑧𝑧𝑖𝑖∗  .نقطه آرمانی هر تابع هدف است ،𝜆𝜆𝑖𝑖  ضریب وزنی و ،𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥)    معرف
 توابع هدف است. براي نُرم بینهایت خواهیم داشت: 

 lim
𝑝𝑝→∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥| 𝜆𝜆, 𝑧𝑧∗,𝑝𝑝) = max𝜆𝜆𝑖𝑖|𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥) − 𝑧𝑧𝑖𝑖∗| 

نقطه آرمانی و ضرایب وزنی به صورت زیر در    ،در الگوریتم کمینه بیشینه
 شوند: نظر گرفته می

𝑧𝑧𝑖𝑖∗ = 0 

𝜆𝜆𝑖𝑖 = 1 

معناي صفر کردن  ) به  𝐿𝐿∆کمینه کردن تغییرات تابع هدف ( از آنجا که  
∗𝑧𝑧∆𝐿𝐿برابر صفر ( ،آن است، بنابراین نقطه آرمانی براي آن = ) است.  0

نیز مقدار    𝐿𝐿𝑚𝑚توان نشان داد که نقطه آرمانی براي تابع هدف  همچنین می
 صفر است. از اینرو، رابطه زیر را در نظر بگیرید 

 
)8( 𝐿𝐿𝑚𝑚 = �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

− 𝑞𝑞𝑇𝑇𝐾𝐾𝑚𝑚𝑞𝑞 

 ) خواهیم داشت: 8رابطه () در  2با جایگذاري رابطه (

 
𝐿𝐿𝑚𝑚 = �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

− 𝑞𝑞𝑇𝑇𝜆𝜆𝜆𝜆 = �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

− 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑇𝑇𝑞𝑞

= �𝑎𝑎𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

− 𝜆𝜆 

بسیار نزدیک به مقدار    𝜆𝜆نشان داده است که مقدار  ]3[مرجع 
∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑖𝑖=1  قدار ویژه بیشینه ماتریس  است و معادل م𝐾𝐾𝑚𝑚    است. بنابراین

از الگوریتم  ظر گرفت و  را صفر درن 𝐿𝐿𝑚𝑚توان نقطه آرمانی براي تابع هدف  می
 ) استفاده کرد. 7یابی کمینه بیشینه براي حل رابطه (بهینه



 زردشتی و هقدیري، اسماعیل زاد 
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 شبیه سازي  -۴
در این بخش، ابتدا عملکرد روش پیشنهادي در یک گام زمانی  

. سپس عملکرد آن در حرکت مداري مورد  دشومیمشخص بررسی 
 گیرد.  ارزیابی قرار می 

ــگر بـه دلیـل وجود نویز و گیريمـدل مرجع و انـدازه هـاي حسـ
تایی و همچنین تقریب ادهناهمراسـ ازي،  کننده براي مدلهاي سـ سـ

ــتنـد. از اینرو، براي  مـدل ــازي این نـامعینیدقیق نیسـ هـا، یـک  سـ
دار در محـدوده  ا توزیع  𝑟𝑟𝑟𝑟±و  𝑏𝑏𝑟𝑟±خطـاي تصــــادفی کرانـ بـ

ــافـه یکنواخـت بـه مقـادیر دقیق بردارهـاي مرجع و انـدازه گیري اضـ
دازه شـــده اي انـ ، خروجی پژوهشگیري در این اســـت. بردارهـ

اند.  ســنج در نظر گرفته شــدهحســگرهاي خورشــید و مغناطیس
د  ــیـ اطیس زمین و بردار خورشـ دل مغنـ اي مرجع نیز مـ بردارهـ

ــتنـد.  نـامعینی در بردارهـاي مرجع و هـاي کران 𝑟𝑟𝑟𝑟و 𝑏𝑏𝑟𝑟هسـ
درصـــد مقدار ورودي در نظر گرفته  20گیري هســـتند که اندازه

ــده د. در این بخششـ امعینی داده ،انـ أثیر نـ هـاي ورودي بر روي تـ
دقت تخمین روش پیشــنهادي و روش کواترنیون با اســتفاده از 

.  شــودمیهاي بدســت آمده در یک زمان مشــخص بررســی داده
تین  یتجمع اس روش تِریادکواترنیون نخسـ تولید ) Triad(ها براسـ
ده تجو  شـ د مقدار جمعیت اولیه در نظر  10اند. محدوده جسـ درصـ

 گرفته شده است.
ها، معیاري تحت عنوان  سازي معیار مقایسه روشبه منظور یکسان 

 شود:خطاي تعیین وضعیت تعریف شده که به صورت زیر بیان می

 
ϑδ = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

1
2 �
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(∆𝐴𝐴 − 1)�� 

است که خطاي تعیین وضعیت   𝐴𝐴∆بیانگر زاویه اویلر ماتریس   ϑδدر اینجا  
 :شودمی به صورت زیر محاسبه  𝐴𝐴∆شود. ماتریس  نامیده می

∆𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑇𝑇 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 

 

 تحلیل عملکرد در یک گام زمانی  -۱-۱
مربوطه را به صورت زیر در    مجموعه بردارهاي ورودي و بردار وضعیت

 : ]18[نظر بگیرید  

 𝑟𝑟1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = [−0.54 −0.326 0.775]𝑇𝑇 

𝑏𝑏1𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = [−0.776 −0.46 0.43]𝑇𝑇 

)9( 

 

𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = [−0.673 0.000133 0.74]𝑇𝑇 

𝑏𝑏2𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = [−0.927 0.01 0.374]𝑇𝑇 

 

𝑞𝑞𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = �
−0.9746
0.0707
−0.2122
−0.0125

� 

گیري و هم  هاي نامعین هم در بردارهاي اندازهبه منظور تولید داده
یکنواخت و کراندار به   ایی تصادفی با توزیعدر بردارهاي مرجع، خط

است. سپس به منظور مقایسه    شدهمقادیر دقیق بردارهاي ورودي اضافه  
داده اغتشاشی تولید شده است و مقدار میانگین و واریانس    100تر،  دقیق

است. نتایج حاصل نیز در جدول   شدهمحاسبه  تعیین وضعیتخطاي 
 NSGAا حلگر  ) ارائه شده است. براساس این نتایج روش پیشنهادي ب1(

IIبردارهاي ورودي، داراي   تمامهاي کراندار در ، در حضور نامعینی
کمتري نسبت به دو روش دیگر است.   تعیین وضعیتمیانگین خطاي 

هاي  را کران ها دارد، زیتري نسبت به آنهمچنین، عملکرد مطمئن 
گیرند. لیکن،  آن در محدوده کوچکتري قرار می  تعیین وضعیتخطاي 

 اي آن بسیار بیشتر است. زمان اجر 
وضعیت با روش   تعیینهمانطور که از نتایج مشخص است، دقت 

کواترنیون وابسته به دقت بردارهاي ورودي است. بنابراین هر چه خطاي  
نیز به همان نسبت  تعیین وضعیتبردارهاي ورودي بیشتر باشد دقت 

ی و  داده اغتشاشی تصادف 100یابد. در این مثال با تولید کاهش می
این موضوع نشان   تعیین وضعیتمحاسبه میانگین و واریانس خطاي 

اده شده است. مزیت این روش در زمان اجراي کم آن نسبت به د
یابی  هاي پیشنهادي است. براساس نتایج، استفاده از الگوریتم بهینهروش 

زمان اجرا را نسبت به   ،کمینه بیشینه براي حل مسئله چندهدفه
بسیار کاهش داده است. لیکن مقدار اندکی از کیفیت   NSGA IIالگوریتم  

بیشتر بودن میانگین و واریانس خطا در این  شده است. ها کاسته پاسخ
، به دلیل ثابت و مشخص بودن ضرایب  NSGA IIروش نسبت به الگوریتم  

 بیشینه-وزنی در این روش است. لیکن حل حاصل از الگوریتم کمینه
بسیار کمتري نسبت به روش  وضعیتتعیین داراي میانگین خطاي 

دارد، زیرا   تري نسبت به آنمئن کواترنیون است. همچنین، عملکرد مط
آن در محدوده کوچکتري قرار   تعیین وضعیتهاي خطاي کران

 گیرند.  می



   بیشینه-تعیین وضعیت بهینه مقاوم ماهواره مبتنی بر الگوریتم بهینه یابی کمینه
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هایی قابل قبول هستند که علاوه بر  هاي پیشنهادي، پاسخدر روش
اغتشاشی کمینه کنند.  هايتابع هدف، خطاي آن را نیز در حضور داده

ها یک  هستند که نتوان توسط آنهایی بهینه  در روش پیشنهادي، پاسخ
یابی تابع هدف  تابع هدف را بهینه کرد بدون اینکه اثر مخربی بر کمینه

در مسئله مورد بررسی خطاي تابع هدف   ،دیگر داشته باشد. به عبارتی
ابی تابع هدف دیگر یگردد که اثر مخربی بر بهینهتا جایی کمینه می

براي   𝛽𝛽و    𝛼𝛼یابی پارامترهاي  نهنداشته باشد و بالعکس. این امر با کمی
داده ورودي حاصل شده است. از آنجا که خطاي تابع   100هر یک از 

هدف تابعی از خطاي بردارهاي ورودي است، بنابراین کمینه کردن  
ت  هدف باعث کاهش اثر خطاي بردارهاي ورودي بر دق تابعخطاي 

و   تتعیین وضعیشود. بنابراین میانگین خطاي می تعیین وضعیت
   یابد.واریانس آن نیز کاهش می

 

 مقایسه عملکرد روش کواترنیون و روش پیشنهادي . 1جدول 

میانگین خطاي   روش 
 تعیین وضعیت

واریانس خطاي  
 تعیین وضعیت

زمان 
 اجرا 

 0.006 95.1604 15.1352 روش کواترنیون

ا روش پیشنهادي ب
 NSGA IIحلگر 

0.5699 0.1915 124.58 

روش پیشنهادي با 
 حلگر کمینه بیشینه 

2.2025 0.4409 0.287 

 

 تحلیل عملکرد در حرکت مداري -۲-۱
مسئله تعیین وضعیت را براي یک ماهواره در مداري دایروي با  

سازي غیرخطی  کیلومتر در نظر بگیرید. یک شبیه 800میانگین ارتفاع 
انجام شده    2جدول  مندرج در    نخستبا شرایط    وارهاز حرکت مداري ماه 

آورده   )3(جدول است. مشخصات ماهواره و مشخصات مداري آن در 
از یک حسگر خورشید و یک حسگر    ،شده است. به منظور تعیین وضعیت

سازي  سنج استفاده شده است. به منظور مدلناطیس سه محوره مغ
  میدان مغناطیسی زمین در دستگاه مرجع، از مدل مغناطیس دوقطبی 

  ]32[ده است. همچنین، از مدل شرح داده شده در مرجع استفاده ش
سازي حرکت خورشید استفاده شده است. بردارهاي  براي مدل 

نویز حسگرها،   گیري و مرجع به دلیل وجود عواملی نظیراندازه 

هاي مرتبه پایین به منظور تهیه مدل، دقیق  ناهمراستایی و تخمین 
، در این پژوهش تمامی خطاها  نیستند و داراي نامعینی هستند. از اینرو

اند.  اي، نامعین و کراندار در نظر گرفته شده به کمک حساب بازه
اي  هدرجه، و کران  0.5±سنج گیري مغناطیس هاي خطاي اندازه کران 

درجه در نظر گرفته    0.005±هاي حسگر خورشید  گیريخطاي اندازه
دقیقه حرکت ماهواره در مدار با   20شده است. تعیین وضعیت براي 

 استفاده از روش پیشنهادي انجام شده است.  

نتایج تخمین زوایاي اویلر به کمک روش  )3(و  )2(، )1(هاي در شکل
تعیین شده است. براساس نتایج،    کواترنیون و روش پیشنهادي نشان داده

روش کواترنیون، به دلیل اثرپذیري از خطاي بردارهاي    به کمک  وضعیت
  ، ورودي، داراي دقت کمتري است و روش پیشنهادي عملکرد بهتري دارد

هاي  خطاي وضعیت در روش پیشنهادي داراي کرانبه طوري که 
  ،دار سبزاست. در این شکل، نمو کواترنیون کوچکتري نسبت به روش 

  کواترنیوناي تعیین وضعیت روش  رنگ به ترتیب بیانگر خطو آبی  قرمز  
، ریشه میانگین مجذور  4در شکل  .  استو مقدار نامی  و روش پیشنهادي  

)rms  خطاي تعیین وضعیت روش پیشنهادي و روش کواترنیون نشان (
خطاي تعیین  rmsداده شده است. همانطور که مشخص است مقدار 

نتایج کاهش یافته است. این  %50ش پیشنهادي بیش از وضعیت در رو
یابی همزمان دو تابع هدف در روش پیشنهادي به دست  با توجه به کمینه

گردد  به عبارتی در روش پیشنهادي هر تابع هدف تا جایی کمینه میآید. می
یابی تابع هدف دیگر نداشته باشد. بنابراین مقدار تابع  که اثر مخربی بر بهینه

در مسئله چندهدفه الزاما کمتر از مقدار آن در روش کواترنیون نخواهد   𝐿𝐿𝑚𝑚ف هد
علاوه بر کاهش   شودمی یابی همزمان دو تابع هدف باعث بود. لیکن بهینه

 میانگین خطاي تعیین وضعیت، تغییرات آن نیز کاهش یابد. 

 

 ایط اولیه شر . 2جدول 

deg 0 𝜑𝜑0 

deg 0 𝜃𝜃0 

deg 5 𝜓𝜓0 

rad/s 0 𝜔𝜔𝑥𝑥0 

rad/s 0 𝜔𝜔𝑦𝑦0 

rad/s 0 𝜔𝜔𝑧𝑧0 
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 مشخصات فیزیکی ماهواره و مشخصات مداري آن . 3جدول 

𝐾𝐾𝐾𝐾.𝑚𝑚2 80 Moment of inertia 

𝐾𝐾𝐾𝐾.𝑚𝑚2 80 Moment of inertia 

𝐾𝐾𝐾𝐾.𝑚𝑚2 4 Moment of inertia 

𝐾𝐾𝐾𝐾 800 Apogee 

𝐾𝐾𝐾𝐾 800 Perigee 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 75 Inclination 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 0 Right Ascention of Ascending 
Node 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 0 Argument of Perigee 

 

 

 

 مقایسه تخمین زاویه رول . 1شکل 

 
 مقایسه تخمین زاویه پیچ  . 2شکل

 
 مقایسه تخمین زاویه سمت  .3شکل 

 

 
 مقایسه ریشه میانگین مجذور خطاي تعیین وضعیت .4شکل 

 

 گیرينتیجه  -۵
قطعیت بردارهاي ورودي به صورت کراندار در  اله، عدمدر این مق

ها استفاده  نسازي آاي به منظور مدل نظر گرفته شدند و از حساب بازه
ها به صورت عباراتی نامعین اما کراندار، و  قطعیتسازي عدمشد. با مدل 

یابی چندهدفه با قیود غیرخطی  بازنویسی مسئله وهبا،  یک مسئله بهینه
یابی مسئله چندهدفه غیرخطی  . با کمینهشدابع هدف حاصلو با دو ت

یابی تابع اصلی بدست آمده به کمک یک حلگر چندهدفه، ضمن بهینه
یابی گردید. به منظور کاهش زمان  مسئله وهبا، تغییرات آن نیز کمینه

اشی از بکارگیري حلگرهاي اکتشافی در حل مسائل چندهدفه،  اجراي ن
منظور حل مسئله چندهدفه  به بیشینه -ی کمینهیاباز الگوریتم بهینه

استفاده شد. خروجی این فرآیند ضمن داشتن زمان اجراي کم، به دست  
قطعیت  اي است که کمترین اثرپذیري را از عدم هاي بهینهآوردن پاسخ

 تعیین وضعیترند. به عبارتی دیگر، خطاي بردارهاي ورودي دا
مینه گردید. خصوصیتی که هاي مبتنی برحل مسئله وهبا کالگوریتم



   بیشینه-تعیین وضعیت بهینه مقاوم ماهواره مبتنی بر الگوریتم بهینه یابی کمینه
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مند نیستند. همچنین استفاده  هاي نقطه به نقطه از آن بهره دیگر روش
یابی کمینه بیشینه امکان  از حلگر نیل به آرمان در قالب یک مسئله بهینه

 کند. ي را فراهم میروش پیشنهاد  برخطبه کارگیري  
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