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Abstract 
In this research, the time-optimal 6 degrees of freedom (6DOF) orbital rendezvous maneuver 
problem for an inertially asymmetric rigid spacecraft with independent attitude and position control 
actuators has been investigated. It is also assumed that the spacecraft is equipped with the thruster 
actuators and the control forces and torques are generated along the three principal axes of the 
spacecraft. In order to obtain the time-optimal 6DOF maneuver state and control trajectories, at 
first, the relative translational and rotational dynamics of the spacecraft are described. Then, the 
Gauss pseudospectral method is used to solve the time-optimal control problem in the presence of 
constraints on control forces and torques. Also, the costates are estimated to first-order optimality 
proof of the obtained solutions. The Numerical simulation results show that for the assumed time-
optimal 6DOF maneuver problem, the control structure for all of the control forces and torques is 
‘bang-bang’. Eventually, the optimality of the obtained solutions is verified by checking the 
fulfillment of Pontrygain’s minimum principle. 
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 چکیده 
براي یک فضاپیماي صلب،   بهینه  زمان  آزادي  مداري شش درجه  مانور مجاورت  پژوهش مسئله  این  با    1نامتقارندر  و 

است که شده    است. همچنین فرض گرفته مورد بررسی قرار  3و موقعیت  2عملگرهاي کنترلی مجزا براي کنترل وضعیت
فضاپیما به عملگرهاي تراستري مجهز است و نیروها و گشتاورهاي کنترلی در جهت و حول سه محور ممان اینرسی اصلی 

آوردن مسیرهاي حالت و ورودي کنترلی مانور شش درجه آزادي زمان بهینه، در ابتدا  دست  شوند. براي به می فضاپیما ایجاد  
کمترین زمان با در   کنترل بهینه  اند. سپس، براي حل مسئلهشده فضاپیما توصیف  هاي انتقالی و دورانی نسبی  دینامیک

منظور  است. همچنین، به شده  استفاده  4نظرگرفتن قیود بر روي نیروها و گشتاورهاي کنترلی، از روش شبه طیفی گاوس 
دهد  میسازي عددي نشان  نتایج شبیهاست.    شدهحالت انجام  آمده، تخمین کمک    دست اثبات بهینگی مرتبه اول حل به

مورد نظر، ساختار کنترلی براي تمام نیروها و گشتاورهاي کنترلی    مانور شش درجه آزادي، زمان بهینه  که براي مسئله
شده  آمده اثبات  دست  ، بهینگی مرتبه اول حل به6پونتریاگین   است. در نهایت نیز با استفاده از اصل کمینه  5بنگ  -بنگ

 است.    

 
 
 
 
 

 
1 Asymmetric 
2 Attitude 
3 Position 
4 Gauss pseudospectral method 
5 Bang-Bang 
6 Pontrygain’s minimum principle 
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اختصارات   و علائم   
 𝐼𝐼𝐵𝐵 کننده ماتریس اینرسی فضاپیماي تعقیب

𝛼𝛼 𝐷𝐷𝛼𝛼عملگر مشتق زمانی دورانی نسبت به دستگاه دلخواه    
کننده نسبت  اي دستگاه بدنی تعقیببردار سرعت زاویه

هدف   مداري  مرجع  دستگاه  مولفه به  𝜔𝜔𝑖𝑖هاي  با  , 𝑖𝑖 =
1,2,3 

𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵  

اي دستگاه مرجع مداري هدف نسبت  بردار سرعت زاویه 
 𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿 مرکز -به دستگاه اینرسی زمین

کننده نسبت  اي دستگاه بدنی تعقیببردار سرعت زاویه
𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿 مرکز -به دستگاه اینرسی زمین  

بردار گشتاورهاي کنترلی وارد بر فضاپیماي  
𝑇𝑇𝑖𝑖هاي  کننده با مولفه تعقیب , 𝑖𝑖 = 1,2,3 𝑇𝑇 

هاي  یافته با مولفه بردار پارامترهاي رودریگز اصلاح 
𝜎𝜎𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2,3 

𝜎𝜎 

𝑖𝑖هاي بردار اصلی اویلر به ازاي  مولفه  = 1,2,3 𝑒𝑒𝑖𝑖 

 Φ زاویه دوران حول محور اصلی اویلر 

کننده نسبت  بردار سرعت مرکز جرم فضاپیماي تعقیب
𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵 مداري هدف به دستگاه مرجع    

کننده نسبت  بردار موقعیت مرکز جرم فضاپیماي تعقیب
𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵 به دستگاه مرجع مداري هدف   

 𝑚𝑚 کنندهجرم فضاپیماي تعقیب

𝜔𝜔𝑛𝑛 اي مداري سرعت زاویه   

کننده  بردار نیروهاي کنترلی وارد بر فضاپیماي تعقیب
𝐹𝐹𝑖𝑖هاي  با مولفه  , 𝑖𝑖 = 1,2,3 𝐹𝐹 

کننده به دستگاه  دستگاه بدنی تعقیبماتریس انتقال از  
𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵 مرجع مداري هدف   

 𝐽𝐽 تابع هزینه
 𝑥𝑥(𝑡𝑡) حالت   بردار

 𝑢𝑢(𝑡𝑡) ی کنترل  يورود  بردار

 𝑡𝑡 زمان 
 ϕ ي مربوط به قیود مرزي در تابع هزینه جمله
 𝑔𝑔 ي زیر انتگرال در تابع هزینهجمله

 𝑓𝑓 بردار توابع حالت 

 𝜙𝜙 قیود مرزي 
 𝐶𝐶 نامساوي مسیر قیود مساوي و  

 𝜏𝜏 متغیر زمان در روش شبه طیفی گاوس 
 𝑋𝑋(𝜏𝜏) هاي لاگرانژ اي شده با چندجملهزدهمسیر حالت تقریب 
 𝑁𝑁 تعداد نقاط تطبیق 

ي  لاگرانژ (برازش بر نقاط تطبیق و نقطه   اي چندجمله 
 ابتدایی) 

𝐿𝐿 

 ∗𝐿𝐿 لاگرانژ (برازش بر نقاط تطبیق)   اي چندجمله 
شده با  زدهتقریب مسیر ورودي کنترلی  

 هاي لاگرانژ اي چندجمله 
𝑈𝑈(𝜏𝜏) 

 𝐷𝐷 گیريماتریس مشتق 
 𝑤𝑤 هاي گاوسی براي نقاط تطبیق  وزن

 ℒ ي با چند زیربازهقیود مرزي در مسئله 
 𝐻𝐻 تابع همیلتونین

 𝜆𝜆 حالت بردار کمک 
 𝜇𝜇 لاگرانژ مربوط به قیود مسیر بردار ضرائب  

 𝜈𝜈 بردار ضرائب لاگرانژ مربوط به شرایط مرزي 
 �KKT   Λضرائب  

 Λ شده زدهحالت تخمینبردار کمک 
 𝑛𝑛 تعداد نقاط تطبیق در هر زیربازه  

 𝑛𝑛𝐿𝐿 ها  تعداد زیربازه 
متغیرهاي حالت و ورودي کنترلی در تمام  کران پایین

  𝑡𝑡𝑓𝑓نقاط تطبیق و  
𝐵𝐵𝑙𝑙  

متغیرهاي حالت و ورودي کنترلی در تمام  کران بالاي
  𝑡𝑡𝑓𝑓نقاط تطبیق و  

𝐵𝐵𝑢𝑢 

حدس اولیه متغیرهاي حالت و ورودي کنترلی در تمام  
 𝑡𝑡𝑓𝑓نقاط تطبیق و  

𝑆𝑆0 

بدست  بهنیه  برنامه حل  مسئله  حل  از  ریزي  آمده 
 غیرخطی 

𝑆𝑆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 

  ها س یبالانو
 𝐵𝐵 کنندهدستگاه بدنی تعقیب

 𝐿𝐿 دستگاه مرجع مداري هدف 
  هاس ینو نییپا

 0 مربوط به زمان ابتدایی 

 𝑓𝑓 مربوط به زمان انتهایی 
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 مقدمه  -۱

هوافضایی یکی    بهینه در وسائل نقلیهاستفاده از مانور زمان  
مختلف مهندسی هوافضا  از موضوعات مورد علاقه در حوزه هاي 

هاي فضایی، مانور وضعیت زمان  طور خاص در ماموریتاست. به
نشانه مانور  مانند  کاربردهایی  در  تنظیم  بهینه  براي  روي 

هاي  گیري آنتن فضاپیماهاي مخابراتی، مانور وضعیت ماهوارهجهت 
رهگی براي  مانور  تصویربرداري  یا  زمین  روي  بر  هدف  چند  ري 

اجرام آسمانی استفاده   هاي فضایی براي مشاهدهوضعیت تلسکوپ 
مانور وضعیت زمان بهینه، مانور شش درجه    برعلاوه  .]1[شود  می

تواند مورد  زمان وضعیت و موقعیت نیز میآزادي شامل مانور هم
توان به عنوان یک مود عملیاتی  شود. این مانور را میواقع  توجه  

در شرایط اضطراري، براي مانور مجاورت و اتصال یک فضاپیما با  
- 2[گرفت  لمللی در نظرافضاپیماي دیگر مانند ایستگاه فضایی بین

4[. 

پژوهش در  بهینه  زمان  وضعیت  مورد  مانور  متعددي  هاي 
گرفته   قرار  بیلیموریامطالعه  واي  1است.  مسئله] 5[  2و  مانور     ، 

و صلب، با فرض    3وضعیت زمان بهینه براي یک فضاپیماي متقارن 
مکعبی قید  و  متعامد  کنترلی  محور  گشتاورهاي    4سه  روي  بر 

مولفه (مقدار  مقدار  کنترلی  یک  از  کنترلی  ورودي  بردار  هاي 
شده   اند. نتایج ارائهمشخص کمتر باشد)، را مورد بررسی قرار داده

دهد که مانور چرخش حول محور اصلی  میدر این مرجع نشان  
اویلر زمان بهینه نیست و ساختار ورودي کنترلی زمان بهینه در 

  6نزیو جانک 5يبابنگ است.  -صورت بنگهر سه محور کنترلی به 
،  ] 5[شده در مرجع  ، نتایج جدیدي براي مانور وضعیت بررسی  ]6[

نشان  داده  ارائه  مرجع،  این  در  ساختار  شده  داده  اند.  که  است 
زمان بهینه براي یک مانور وضعیت مشخص، یکتا ورودي کنترلی  

بر روي گشتاورهاي کنترلی    7نیست. همچنین با فرض قید کروي

 
1 Bilimoria 
2 Wie 
3 Symmetric  
4 Cubical constraint 
5 Bai 
6 Junkins 
7 Spherical constraint 
8 Shen 

(نرم دوم بردار ورودي کنترلی از یک مقدار مشخص کمتر باشد)،  
شِن است.  بهینه  زمان  اویلر  اصلی  و    8مانور چرخش حول محور 

فضاپیماي  ]7[  9چیوترسَ  یک  براي  بهینه  زمان  وضعیت  مانور   ،
 اند.  کردهرا بررسی  11و تحریک ناقص 10متقارن محوري 

پژوهش از  تعدادي  مسئلهدر  بهینه    ها،  زمان  وضعیت  مانور 
براي یک فضاپیماي نامتقارن با در نظر گرفتن مفروضات مختلف 

مانور وضعیت زمان بهینه را   ،]8[و همکاران    12است. هوشده  حل  
براي یک فضاپیماي داراي اجزاي منعطف و با در نظر گرفتن مانور 

هموار  داده  13وضعیت  قرار  مطالعه  و    14سونگ  نیجاند.  مورد 
یک  ]9[همکاران   براي  را  بهینه  زمان  وضعیت  مانور  مسئله   ،

حل مغناطیسی  عملگرهاي  با  و    15سیوَریاُلاند.  کرده  فضاپیما 
مسئله]10[  16یاِستافِت یک    ،  براي  را  بهینه  زمان  وضعیت  مانور 

العملی و تراستر فضاپیماي تحریک ناقص، با عملگرهاي چرخ عکس
گش ایجاد  بررسی  براي  اصلی،  اینرسی  ممان  محور  دو  تاور حول 

و  کرده عملگرها  کنترلی  گشتاورهاي  مقدار  مرجع  این  در  اند. 
اندازه زاویه  ماکزیمم  چرخحرکت  عکساي  مقید  هاي  العملی 

مانور وضعیت   مسئله  ، ]11[اند. همچنین الُیوَریس و اِستافِتی  شده
هدفه با در نظر گرفتن قیود بر  زمان بهینه را براي یک مانور چند

اندازه ماکزیمم  کنترلی،  مقدار گشتاورهاي  زاویه  روي  اي حرکت 
عکسچرخ  و  هاي  زاویهالعملی  سرعت  ماکزیمم  اي همچنین 

مانور   اند. در بعضی از مراجع مسئله فضاپیما، مورد بررسی قرار داده 
وضعیت زمان بهینه، با فرض وجود قیود بر روي وضعیت فضاپیما  

   .] 15-12[است شده حل 

مسئله یک  به  منجر  بهینه  زمان  مانور  بهینه   یافتن   کنترل 
می زمان  روش کمترین  از  آن  حل  براي  غالبا  که  حل  شود  هاي 

کنترل  هاي حل مسئلهنظر روش  شود. از نقطهمی عددي استفاده

9 Tsiotras 
10 Axisymmetric 
11 Underactuated 
12 Hu 
13 Smooth attitude maneuver 
14 Jinsong 
15 Olivares  
16 Staffetti 
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روش  پرتابیبهینه،  روش  مانند    2طیفی، روش شبه]5-7[  1هایی 
هاي شبه  ، ترکیب روش]18,  17[  3روش هموتوپی،  ] 16,  13,  8[

هموتوپی   و  روش ] 20,  19[طیفی  ترکیب  مانند  ،  تکاملی  هاي 
ذرات  تفاضلی4ازدحام  تکامل  باکتري  5،  کاوش  روش    6و  با 

روش]21[طیفی  شبه  ترکیب  معکوس،  دینامیک  روش    7هاي  و 
اي دینامیک معکوس و  ه، ترکیب روش]22[  8ترمیم شیب متوالی

هاي دینامیک معکوس  و همچنین ترکیب روش  ] 15[طیفی  شبه 
ذرات ازدحام  زمان    ]24,  23,  12[  و  وضعیت  مانور  یافتن  براي 

استفاده   فضاپیما  یک  روش شدهبهینه  نیز  اخیرا  مانند  اند.  هایی 
محدب  برنامه بهینه  ] 25[  9متوالیریزي  مشتقو  فاقد   10سازي 

اند. لازم به ذکر است که  کار رفتهنیز براي حل این مسئله به  ]26[
این روش از  از بعضی  براي حل مسئلهاستفاده  بهینه،    ها  کنترل 
 شود.منجر به حل نزدیک بهینه می

کنترل بهینه   راي حل مسئلههاي عددي بطور کلی، روشبه
شوند  میتقسیم    12و غیرمستقیم   11هاي مستقیمبه دو دسته روش

، با استفاده از حساب تغییرات  هاي غیرمستقیم. در روش]27-32[
  - ، شرایط بهینگی مرتبه اول زمان]33[پونتریاگین  و اصل کمینه

به  مسئله پیوسته  یک  مرز  صورت  مجزا  يمقدار  نقطه  دو   13در 
دیفرانسیل میدست  به معادلات  این مسئله شامل دو دسته  آید. 

ل آن از روش پرتابی استفاده  حالت است و براي ححالت و کمک
حالت تعبیر  که براي متغیرهاي کمک. با توجه به آن] 28[شود  می

فیزیکی وجود ندارد، یافتن حدس اولیه مناسب براي شرایط اولیه 
هاي  روش پرتابی، دشوار است. در روشحالت در  متغیرهاي کمک
مسئله بهینه   مستقیم،  از   -زمان  کنترل  استفاده  با  پیوسته 

ریزي برنامه  شده و به یک مسئلهسازي، گسسته  هاي گسستهروش
مسئله]28[شود  میتبدیل    14غیرخطی سپس  ریزي برنامه  . 

 
1 Shooting method 
2 Pseudospectral method 
3 Homotopy method   
4 Particle swarm optimization (PSO) 
5 Differential evolution (DE) 
6 Bacteria foraging optimization (BFO) 
7 Inverse-dynamics 
8 Sequential gradient-restoration 
9 Sequential convex programming (SCP) 
10 Derivative-free optimization 

روش  از  استفاده  با  بهینه غیرخطی  روشهاي  مانند  هاي  سازي 
. یک  ]29[شود  می  حل  16هاي تکاملیو روش  15بر شیبمبتنی  

هستند    17هاي تطبیقی سراسري هاي مستقیم، روشدسته از روش 
ها، مسیرهاي حالت و ورودي کنترلی  . در این روش] 34,  30,  29[

گسسته  تطبیق  نقاط  چندجمله  در  از  استفاده  با  و  هاي  ايشده 
تقریب   روش  شوند. میزده  سراسري  از  دسته  تطبیقی  یک  هاي 

سال  در  که  توسعه  سراسري  اخیر  روشیافتههاي  هاي  اند، 
جمله شبه  از  هستند.  روش   طیفی  میاین  روش ها  به  توان 
گاوس  شبه  ر] 39-35[طیفی  شبه ،  لوباتووش  و    ] 40[  18طیفی 

استفاده  کرد. با  اشاره    ]42-44[  19طیفی رادائوو روش شبه  ]41[
دینامیکی زمانهاي شبهاز روش پیوسته، گسسته   - طیفی، قیود 

شوند. قیود دینامیکی، قیود مسیر می  شده و به قیود جبري تبدیل
ریزي غیرخطی را برنامه همراه تابع هزینه، مسئلهو قیود مرزي به 

 دهند.  میتشکیل 

طیفی گاوس، شرایط بهینگی مرتبه اول براي شبه   در روش 
مسئله ح (شرایط  برنامه  ل  غیرخطی  فرم  20KKTریزي  معادل   (

زمان    شدهگسسته   اول  مرتبه  بهینگی  هستند  -شرایط  پیوسته 
  که از حل مسئله   KKT. در این حالت مجموعه ضرائب  ]36,  35[

آیند، متناظر با مقدار متغیرهاي  میدست  ی بهریزي غیرخطبرنامه
مسئله  حل  با  بنابراین،  هستند.  تطبیق  نقاط  در  حالت    کمک 

توان از ، میKKTآوردن ضرائب  دست  ریزي غیرخطی و بهبرنامه
مسیرهاي کمک تخمین  براي  ضرائب  استفاده  این  با  حالت  کرد. 

اولِ    ی مرتبهتوان بهینگحالت میاستفاده از مسیرهاي متغیر کمک
 کرد.   آمده را اثباتدست حلِ به

مانور شش درجه آزادي زمان بهینه    در این پژوهش، مسئله
زمان وضعیت و موقعیت، مورد بررسی قرار گرفته شامل مانور هم

11 Direct methods 
12 Indirect methods 
13 Two-point boundary value problem (TPBVP) 
14 Nonlinear programming (NLP)    
15 Gradient-based methods 
16 Heuristic algorithms   
17 Global collocation methods   
18 Lobatto Pseudospectral method 
19 Radau Pseudospectral method 
20 Karush-Kuhn-Tucker conditions 
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به یک  است.  مجاورت  مانور  انجام  براي  مسئله  این  نمونه،  عنوان 
تعقیب هدف  1کنندهفضاپیماي  فضاپیماي  یک  فرمول2با   بندي ، 

شبه روش  از  استفاده  با  و  حل  شده  گاوس  است.  شده  طیفی 
درنظر    ، مایفضاپ   بودن  نامتقارن  ا ی  متقارن  جمله  از  ی اتملاحظ
مدل  يمدار  کینامید  گرفتن   و   یانتقال  يهاکینامید  يسازدر 

 کنترل  انیم  نگیکوپلو همچنین درنظر گرفتن    مایفضاپ   یدوران
  آمده   دستهب  حل   و  مسئله  ی دگیچیپ   ما، یفضاپ  تیموقع  و  تیوضع

شده  در حل این مسئله فرض  .دهدیم  قرار  ریتاث  تحت  را  آن  يبرا
که عملگرهاي تراستري کنترل وضعیت و موقعیت، مجزا و نسبت 
به دستگاه بدنی ثابت هستند. در این حالت ورودي کنترلی بهینه  

بود  براي کنترل موقعیت فضاپیما، تحت تاثیر وضعیت آن خواهد  
دارد. بر  و بین کنترل وضعیت و موقعیت فضاپیما کوپلینگ وجود  

پژوهش حاضر، نوآوري   ر روي پیشینهشده باساس مطالعات انجام  
 این پژوهش در موارد زیر است:

مانور    مانور وضعیت زمان بهینه به مسئله   مسئله  توسعه  -
هم مانور  شامل  بهینه  زمان  آزادي  درجه  زمان  شش 
 وضعیت و موقعیت، براي یک فضاپیماي نامتقارن، 

اعمال دینامیک مداري و کوپلینگ میان کنترل وضعیت   -
 سازي دینامیکی فضاپیما، و موقعیت در مدل

مسئله  - براي  بهینه  به   ارائه حل  که حل گونهمذکور  اي 
شرایط  دست  به برآورده آمده  را  اول  مرتبه  بهینگی 

 کند. می

هاي دینامیکی غیرخطی و مرتبه بالا  طور کلی در سیستمبه
)𝑛𝑛 ≥ مسئله3 براي  بهینه   )،  بسته  کنترل  حل  زمان،   3کمترین 

هاي متداول در کنترل بهینه ندارد و حل این مسئله با روش  وجود
ساختار کنترلی هاي مستقیم و غیرمستقیم) منجر به یک  (روش

منظور دستیابی به  . در کاربردهاي واقعی به]45[شود  حلقه باز می
ا و اغتشاشات باید  هعملکرد مقاوم سیستم نسبت به عدم قطعیت

یک قانون کنترلی حلقه بسته براي ردیابی مسیرهاي حالت بهینه 
کمترین زمان    کنترل بهینه   شود. بنابراین، در حل مسئله   طراحی 

 
1 Chaser spacecraft  
2 Target spacecraft 
3 Closed-form solution   

توان آوردن مسیرهاي حالت و ورودي کنترلی بهینه میدست و به
  ک ینامید   يسازمدل  همچنین  و ها، اغتشاشات  از اثر عدم قطعیت

صرف نظر کرد و اثرات آنها را در طراحی قانون کنترلی   عملگرها
 کرد.حلقه بسته اعمال 

کننده  در ادامه، ابتدا مدل دینامیکی نسبی فضاپیماي تعقیب
بیان   هدف  فضاپیماي  به  مسئلهمینسبت  سپس،  کنترل   شود. 

طیفی شده و با استفاده از روش شبهکمترین زمان تعریف    بهینه 
م به  تبدیلبرنامه  سئلهگاوس  غیرخطی  حل  می  ریزي  با  شود. 

ورودي کنترلی  برنامه  مسئله  و  غیرخطی، مسیرهاي حالت  ریزي 
هاي کنترل آیند. مانند بسیاري از مسئلهمی  دستزمان بهینه به

بنگ هستند    -بهینه کمترین زمان، مسیرهاي ورودي کنترلی بنگ
توان با استفاده از  میکه از نظر سیستمی این ورودي کنترلی را  

کرد. در انتها، با استفاده از  به فضاپیما اعمال    on-offتراسترهاي  
ریزي غیرخطی،  برنامه  آمده از حل مسئلهدست  به  KKTضرائب  

اول،    شده و اثبات بهینگی مرتبه  زدهحالت تخمینمسیرهاي کمک
 گیرد.  می مورد بررسی قرار 

 مدل دینامیکی نسبی  -۲

ف که  زیاد  اصلهزمانی  فضاپیما  دو  بین  باشد، حرکت    نسبی 
زمین  اینرسی  مختصات  دستگاه  در  معمولا  آنها    4مرکز-انتقالی 

زمانی که فاصلهمیتوصیف   با    شود.  مقایسه  بین دو فضاپیما در 
معمولا    فاصله باشد،  کم  بسیار  زمین،  جرم  مرکز  تا  آنها  شعاعی 

مختصات دستگاه  در  آنها  نسبی  انتقالی  مداريِ  حرکت   5مرجع 
توصیف   هدف  مختصات میفضاپیماي  دستگاه،  این  مرکز  شود. 

منطبق بر مرکز جرم فضاپیماي هدف است و محورهاي آن به این 
به صورت شعاعی به سمت مرکز    zشوند: محور  میصورت تعریف  

و در    zمدار، عمود بر محور    در صفحه   xجرم زمین است. محور  
محور   است.  سرعت  بردار  صفحه   yجهت  بر  و    عمود  مدار 

اینرسی    کنندهکامل مختصات  دستگاه  است.  راست  دست  قانون 
مرکز، دستگاه مختصات مرجع مداري فضاپیماي هدف و    -زمین

4 Earth-centered inertial coordinate system (ECI)    
5 Local vertical-local horizontal coordinate system (LVLH)   
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نشان    1کننده در شکل  دستگاه مختصات بدنی فضاپیماي تعقیب
 است.شده  داده

 
، دستگاه مختصات 𝑰𝑰مرکز  -. دستگاه مختصات اینرسی زمین1شکل 

، دستگاه مختصات بدنی فضاپیماي  𝑳𝑳مرجع مداري فضاپیماي هدف  
 𝑩𝑩کننده  تعقیب

 

با فرض اینکه دستگاه بدنی هدف منطبق بر دستگاه مرجع 
می مجاورت  مانور  یک  براي  است،  هدف  دینامیک مداري  توان 

تعقیب   بدنی  دستگاه  نسبی  دستگاه  دورانی  به  نسبت  را  کننده 
براي توصیف دینامیک دورانی  مرجع مداري هدف توصیف   کرد. 

کننده نسبت به دستگاه مرجع مداري هدف  دستگاه بدنی تعقیب  
که یک دستگاه غیراینرسیایی است از فرم برداري معادله اویلر در  

 : ] 46[شود می ) استفاده1معادله (

 

𝐼𝐼𝐵𝐵[𝐷𝐷𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵] + [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵)
+ 𝐼𝐼𝐵𝐵[𝐷𝐷𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵]
+ [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵)
= [𝑇𝑇]𝐵𝐵 

)1( 

 

آن حروف   بدنی    𝐼𝐼و    𝐵𝐵  ،𝐿𝐿که در  بیانگر دستگاه  ترتیب  به 
اینرسی    تعقیب دستگاه  و  هدف  مداري  مرجع  دستگاه  کننده، 
بیانگر عملگر مشتق زمانی دورانی نسبت   𝐷𝐷𝐵𝐵مرکز هستند.    -زمین

 
1 Modified Rodrigues parameters (MRP) 

تعقیب بدنی  دستگاه  ماتریس  به  است.  𝐼𝐼𝐵𝐵کننده  =

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑔𝑔([𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3]) ∈ ℝ3×3،   تعقیب فضاپیماي  اینرسی  ماتریس 
اینجا  در  است.  آن  اصلی  اینرسی  ممان  محورهاي  حول  کننده 

کننده بر محورهاي    که محورهاي دستگاه بدنی تعقیب  شدهفرض
منطبق   آن  اصلی  اینرسی  بردارهاي  ممان  𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]است.  =

[𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,𝜔𝜔3]𝑇𝑇 ∈ ℝ3  ،[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵 ∈ ℝ3    و[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵 ∈ ℝ3    ترتیب به
کننده نسبت    اي دستگاه بدنی تعقیباي سرعت زاویهبیانگر برداره

زاویه  سرعت  هدف،  مداري  مرجع  دستگاه  مرجع به  دستگاه  اي 
زمین اینرسی  دستگاه  به  نسبت  هدف  سرعت    -مداري  و  مرکز 

تعقیب  زاویه  بدنی  دستگاه  اینرسی  اي  دستگاه  به  نسبت  کننده 
کننده  مرکز هستند. این سه بردار در دستگاه بدنی تعقیب  -زمین
بردار  شده  بیان 𝐵𝐵[𝑇𝑇]اند.  = [𝑇𝑇1,𝑇𝑇2,𝑇𝑇3]𝑇𝑇 ∈ ℝ3   بردار بیانگر 

بر فضاپیماي تعقیب   کننده است و در  گشتاورهاي کنترلی وارد 
تعقیب بدنی  بیان  دستگاه  اینکه شده    کننده  فرض  با  است. 

ثابت    𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿باشد، بردار  فضاپیماي هدف در مدار دایروي قرار داشته  
صورت زیر بازنویسی ) به1اویلر در معادله (  معادلهاست. در نتیجه،  

 شود: می

 

𝐼𝐼𝐵𝐵[𝐷𝐷𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵] + [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵)
+ [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵)
= [𝑇𝑇]𝐵𝐵 

)2( 

تعقیب به بدنی  دستگاه  دورانی  سینماتیک  توصیف  منظور 
پارامترهاي   از  هدف،  مداري  مرجع  دستگاه  به  نسبت  کننده 

است. این پارامترها به صورت شده  استفاده    1یافتهرودریگز اصلاح
 شوند: می زیر تعریف

𝜎𝜎 = [𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3]𝑇𝑇 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑒𝑒1 tan(

Φ
4

)

𝑒𝑒2 tan(
Φ
4

)

𝑒𝑒3 tan(
Φ
4

)⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 )3( 
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 Φهاي بردار اصلی اویلر و زاویه  مولفه  𝑒𝑒3و    𝑒𝑒1  ،𝑒𝑒2که در آن  
دیفرانسیل   دوران حول محور اصلی اویلر است. معادله  بیانگر زاویه

یافته،  سینماتیک دورانی با استفاده از پارامترهاي رودریگز اصلاح
 : ]47[شود می ) بیان4صورت معادله (در فرم برداري به

�̇�𝜎 =
1
4
𝐵𝐵(𝜎𝜎)[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 )4( 

𝜎𝜎2با تعریف  = 𝜎𝜎12 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎32 ماتریس ،𝐵𝐵(𝜎𝜎)    به صورت زیر
 شود. می تعریف

𝐵𝐵(𝜎𝜎)

= �
1 −𝜎𝜎2 + 2𝜎𝜎12 2(𝜎𝜎1𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3) 2(𝜎𝜎1𝜎𝜎3 +𝜎𝜎2)
2(𝜎𝜎2𝜎𝜎1 + 𝜎𝜎3) 1 − 𝜎𝜎2 + 2𝜎𝜎22 2(𝜎𝜎2𝜎𝜎3 − 𝜎𝜎1)
2(𝜎𝜎3𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2) 2(𝜎𝜎3𝜎𝜎2 +𝜎𝜎1) 1 − 𝜎𝜎2 + 2𝜎𝜎32

� )5( 

 

فضاپیماي  به انتقالی  سینماتیک  و  دینامیک  توصیف  منظور 
کننده نسبت به دستگاه مرجع مداري هدف، با فرض اینکه  تعقیب  
تعقیب    فاصله فضاپیماي  دو  بین  بهنسبی  هدف  و  نسبت کننده 

کم باشد و در شرایطی که  فاصله شعاعی آنها تا مرکز زمین بسیار 
صرف قابل  مداري  (اغتشاشات  معادله  از  باشند،  استفاده 6نظر   (  

 شود:  میشناخته  1. این معادله با نام معادله «هیلز»]48[شود می

 

�𝐷𝐷
𝐵𝐵[𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵

𝐷𝐷𝐵𝐵[𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵� + �𝑀𝑀3×3 𝑁𝑁3×3
−𝐼𝐼3 03

� �
[𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵

[𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵�

= �
1
𝑚𝑚

[𝐹𝐹]𝐵𝐵

03×1

� 

𝑀𝑀3×3 = �
0 0 −2𝜔𝜔𝑛𝑛
0 0 0

2𝜔𝜔𝑛𝑛 0 0
� 

𝑁𝑁3×3 = �
0 0 0
0 𝜔𝜔𝑛𝑛2 0
0 0 −3𝜔𝜔𝑛𝑛2

� 

)6 ( 

 

 
1 Hill’s equations 

جرم فضاپیماي    𝑚𝑚اي مداري و  سرعت زاویه  𝜔𝜔𝑛𝑛،که در آن  
بیانگر عملگر مشتق زمانی دورانی نسبت    𝐷𝐷𝐵𝐵،کننده است.   تعقیب

هدف   مداري  مرجع  دستگاه  بردارهاي  به  𝐵𝐵[𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]است.  =

[𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3]𝑇𝑇 ∈ ℝ3    و[𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 = [𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3]𝑇𝑇 ∈ ℝ3   ترتیب به 
تعقیب   موقعیت مرکز جرم فضاپیماي  و  بردارهاي سرعت  بیانگر 
کننده نسبت به دستگاه مرجع مداري هدف هستند. این دو بردار،  

بیان  در د بردار  شدهستگاه مرجع مداري هدف  𝐵𝐵[𝐹𝐹]،اند.  ∈ ℝ3  
کننده است بیانگر بردار نیروهاي کنترلی وارد بر فضاپیماي تعقیب  

 است.  شده  و در دستگاه مرجع مداري هدف بیان

آن به  توجه  مولفهبا  در  که  معمولا  کنترلی  نیروهاي  هاي 
تعقیب فضاپیماي  بدنی  بیان    دستگاه  بنابراین،  میکننده  شوند، 

هاي نیروي کنترلی در دستگاه مرجع آوردن مولفه دست  براي به 
 شود:مداري هدف باید تبدیل زیر انجام 

[𝐹𝐹]𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵[𝐹𝐹]𝐵𝐵 )7(  

 

𝐵𝐵[𝐹𝐹]،که در آن   = [𝐹𝐹1,𝐹𝐹2,𝐹𝐹3]𝑇𝑇 ∈ ℝ3    بیانگر بردار نیروهاي
در دستگاه بدنی تعقیب   کنندهوارد بر فضاپیماي تعقیبکنترلی  

بیانگر ماتریس انتقال از دستگاه بدنی    ،𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵کننده است. همچنین  
 کننده به دستگاه مرجع مداري هدف است. تعقیب 

 

 کنترل بهینه   تعریف مسئله -۳

 شود: میصورت زیر تعریف  کنترل بهینه در فرم کلی به  مسئله 

بولزا کمینه  فرم  به  هزینه  تابع  (  2سازي  معادله  )،  8در 
اي که قیود مسئله شامل قیود دینامیکی، شرایط مرزي و  گونه به

) معادلات  در  ترتیب  به  که  مسیر  نامساوي  (9قیود  تا   (11  (
 شوند: اند، برآورده شدهبیان

2 Bolza   
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𝐽𝐽 = ϕ�𝑥𝑥(𝑡𝑡0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓�

+ � 𝑔𝑔(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑜𝑜𝑓𝑓

𝑜𝑜0
 

 

)8( 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) 

 

)9( 

 

𝜙𝜙�𝑥𝑥(𝑡𝑡0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0 

 

)10( 

 

𝐶𝐶(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) ≤ 0 )11( 

 

𝑥𝑥(𝑡𝑡)که   ∈ ℝ𝑛𝑛    و𝑢𝑢(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑚𝑚   بردارهاي بیانگر  ترتیب  به 
به ترتیب بیانگر زمان ابتدایی و    𝑡𝑡𝑓𝑓و    𝑡𝑡0حالت و ورودي کنترلی و  

کنترل   حل مسئله هستند. بر این اساس، مسئله  زمان انتهایی بازه
به فضاپیما  موقعیت  و  وضعیت  زمان  کمترین  صورت شش بهینه 

 شود: میصورت زیر تعریف درجه آزادي، به

اي که قیود  گونه) به12سازي تابع هزینه در معادله (کمینه 
گشتاورهاي   و  نیروها  روي  بر  قیود  و  مرزي  شرایط  دینامیکی، 

ب که  (کنترلی،  معادلات  در  ترتیب  (13ه  تا  بیان15)  اند،  شده) 
 شوند.: برآورده 

 

𝐽𝐽 = 𝑡𝑡𝑓𝑓 )12( 

𝐷𝐷𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 = 𝐼𝐼𝐵𝐵−1([𝑇𝑇]𝐵𝐵 − [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵)
− [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵 × (𝐼𝐼𝐵𝐵[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐿𝐿]𝐵𝐵)) 

�̇�𝜎 =
1
4
𝐵𝐵(𝜎𝜎)[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 

 

)13( 

 
1 Lagrange interpolating polynomials 

�𝐷𝐷
𝐵𝐵[𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵

𝐷𝐷𝐵𝐵[𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵� = �
1
𝑚𝑚
𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵[𝐹𝐹]𝐵𝐵

03×1

�

− �𝑀𝑀3×3 𝑁𝑁3×3
−𝐼𝐼3 03

� �
[𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵

[𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵� 

𝑀𝑀3×3 = �
0 0 −2𝜔𝜔𝑛𝑛
0 0 0

2𝜔𝜔𝑛𝑛 0 0
� 

𝑁𝑁3×3 = �
0 0 0
0 𝜔𝜔𝑛𝑛2 0
0 0 −3𝜔𝜔𝑛𝑛2

� 

𝑥𝑥0 = [[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵,𝜎𝜎, [𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 , [𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵]𝑜𝑜=𝑜𝑜0
𝑇𝑇  

𝑥𝑥𝑓𝑓 = [[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 ,𝜎𝜎, [𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 , [𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵]𝑜𝑜=𝑜𝑜𝑓𝑓
𝑇𝑇  

 

)14( 

|𝑇𝑇𝑖𝑖| ≤ 𝑇𝑇𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 , 𝑖𝑖 = 1,2,3 

|𝐹𝐹𝑖𝑖| ≤ 𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 , 𝑖𝑖 = 1,2,3 
)15( 

 

به کنترلی  ورودي  و  حالت  بردار  مسئله  این  زیر  در  صورت 
 شوند: می تعریف

 

𝑥𝑥 = [[𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵,𝜎𝜎, [𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵 , [𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵]𝑇𝑇 

𝑢𝑢 = [[𝑇𝑇]𝐵𝐵 , [𝐹𝐹]𝐵𝐵]𝑇𝑇 
)16( 

 

 طیفی گاوسروش شبه -٤

)  15) تا (12شده در معادلات (  کنترل بهینه توصیف  مسئله 
است. یک دسته از  حل  هاي حل عددي قابل  با استفاده از روش

طیفی هاي شبههاي حل عددي مسائل کنترل بهینه، روش روش
سازي مسیرهاي حالت و ورودي ها با گسستههستند. در این روش 

 هايايکنترلی در نقاط تطبیق و با استفاده از برازش چندجمله 

زده    بر این نقاط، مسیرهاي حالت و ورودي کنترلی تقریب  1لاگرانژ
برآوردهمی آن  از  نقاط  شوند. پس  در  تنها  دینامیکی  قیود  سازي 



عیلیموسوي،  سما  فروشان فر، چینیا
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گرفته و بدین ترتیب، قیود دینامیکی به    رد بررسی قرار تطبیق مو
تبدیل، مسئله مییک مجموعه قیود جبري تبدیل   این  با    شوند. 

بهینه  گسسته    -زمان  کنترل  مسئلهپیوسته  یک  به  و   شده 
تبدیل  برنامه براي حل میریزي غیرخطی  پژوهش،  این  شود. در 
است.    شدهاستفاده    طیفی گاوسکنترل بهینه از روش شبه   مسئله 

هستند   1اي لژاندرهاي چندجمله در این روش نقاط تطبیق، ریشه
که این  شوند. از آنجاییمیشناخته   2گاوس»-و با نام نقاط «لژاندر

بازه در  بازهمیقرار   (1,1−)  نقاط  باید  مسئله   گیرند،    زمانی حل 
از تبدیل بیان   از  17شده در معادله (کنترل بهینه، با استفاده   ،(

𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓]   به𝜏𝜏 ∈  شود. تبدیل  [1,1−]

𝜏𝜏 =
2𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0
−
𝑡𝑡𝑓𝑓 + 𝑡𝑡0
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

 )17( 

 

کنترل بهینه که در   با استفاده از این تبدیل، فرم کلی مسئله
) (8معادلات  تا  بیان  11)  به  شده  )  (است،  معادلات  تا  18فرم   (

 شود: می) تبدیل 21(

𝐽𝐽
= ϕ�𝑥𝑥(−1), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥(1), 𝑡𝑡𝑓𝑓�

+
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
� 𝑔𝑔�𝑥𝑥(𝜏𝜏),𝑢𝑢(𝜏𝜏), 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�𝑑𝑑𝜏𝜏
1

−1
 

 

)18( 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝜏𝜏

=
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝜏𝜏),𝑢𝑢(𝜏𝜏), 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓) 

 

)19( 

 

𝜙𝜙�𝑥𝑥(−1), 𝑡𝑡0,𝑥𝑥(1), 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0 

 

)20( 

 

𝐶𝐶�𝑥𝑥(𝜏𝜏),𝑢𝑢(𝜏𝜏), 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� ≤ 0 )21( 

شبه روش  از  در  استفاده  با  حالت  مسیرهاي  گاوس،  طیفی 
1−نقاط تطبیق     هاي لاگرانژ بر مجموعه اي برازش چندجمله  <

 
1 Legendre polynomial 
2 Legendre-Gauss(LG) 

𝜏𝜏1 < ⋯ < 𝜏𝜏𝑁𝑁 < 𝜏𝜏0ابتدایی    و نقطه  1 = صورت معادله ، به1−
 : ] 49[شوند می زده) تقریب 22(

 

𝑥𝑥(𝜏𝜏) ≈ 𝑋𝑋(𝜏𝜏) = �𝑋𝑋(𝜏𝜏𝑖𝑖)𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏)
𝑁𝑁

𝑖𝑖=0

 )22( 

صورت  هاي لاگرانژ هستند و بهاي چندجمله   ،𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏)که در آن  
 : ] 49[شوند میزیر تعریف 

𝐿𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏) = �
𝜏𝜏− 𝜏𝜏𝑗𝑗
𝜏𝜏𝑖𝑖 − 𝜏𝜏𝑗𝑗

𝑁𝑁

𝑗𝑗=0,𝑗𝑗≠𝑖𝑖

, 𝑖𝑖 = 0, … ,𝑁𝑁 )23( 

 

تطبیق   نقاط  گرفتن  درنظر  با  𝜏𝜏𝑘𝑘همچنین،  , 𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁  ،
از   استفاده  با  کنترلی  ورودي  هاي  ايبرازش چندجمله مسیرهاي 

 : ]49[شوند میزده تقریب ) 24صورت معادله (به 𝐿𝐿𝑖𝑖∗(𝜏𝜏) لاگرانژ

 

𝑢𝑢(𝜏𝜏) = 𝑈𝑈(𝜏𝜏) = �𝑈𝑈(𝜏𝜏𝑖𝑖)𝐿𝐿𝑖𝑖∗(𝜏𝜏)
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 )24( 

 

 : ]49[شود می صورت زیر تعریف به 𝐿𝐿𝑖𝑖∗(𝜏𝜏)که در آن 

 

𝐿𝐿𝑖𝑖∗(𝜏𝜏) = �
𝜏𝜏− 𝜏𝜏𝑗𝑗
𝜏𝜏𝑖𝑖 − 𝜏𝜏𝑗𝑗

𝑁𝑁

𝑗𝑗=1,𝑗𝑗≠𝑖𝑖

 )25( 

 

هاي لاگرانژ در معادلات  ايداد که چندجمله توان نشان  می
)23) و  انزوا25)  خاصیت  به  3)،  معادلهرا  برآورده  26(  صورت   (

 :  ]49[کنند  می

3 Isolation property   
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𝐿𝐿𝑖𝑖�𝜏𝜏𝑗𝑗� = �1, 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
0, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 

𝐿𝐿𝑖𝑖∗�𝜏𝜏𝑗𝑗� = �1, 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
0, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 )26(  

در نقاط تطبیق    𝑥𝑥(𝜏𝜏))، مشتق  22گیري از معادله (با مشتق
𝜏𝜏𝑘𝑘36[) است 27صورت معادله (، به [: 

 

�̇�𝑥(𝜏𝜏𝑘𝑘) ≈ �̇�𝑋(𝜏𝜏𝑘𝑘) = �𝑥𝑥(𝜏𝜏𝑖𝑖)�̇�𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏𝑘𝑘),
𝑁𝑁

𝑖𝑖=0
𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁 

)27( 

، را �̇�𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏𝑘𝑘)هاي لاگرانژ در نقاط تطبیق  اي مشتق چندجمله 
مشتقمی ماتریس  فرم  به  𝐷𝐷گیري  توان  ∈ ℝ𝑁𝑁×𝑁𝑁+1  کرد.    بیان

مشتقدرایه  ماتریس  این  معادله  هاي  از  استفاده  با  )  24(گیري 
 : ]36[شوند می محاسبه

 

𝐷𝐷𝑘𝑘𝑖𝑖 = �̇�𝐿𝑖𝑖(𝜏𝜏𝑘𝑘) = �
∏ (𝜏𝜏𝑘𝑘 − 𝜏𝜏𝑗𝑗)𝑁𝑁
𝑗𝑗=0,𝑗𝑗≠𝑖𝑖,𝑙𝑙

∏ (𝜏𝜏𝑖𝑖 − 𝜏𝜏𝑗𝑗)𝑁𝑁
𝑗𝑗=0,𝑗𝑗≠𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑙𝑙=0

 )28( 

 

𝑖𝑖که در آن   = 0, … ,𝑁𝑁    و𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁    است. با استفاده از
)  19شده در معادله (، قیود دینامیکی بیان  𝐷𝐷گیري  ماتریس مشتق

شوند  می  ) تبدیل29صورت معادله (به یک مجموعه قیود جبري به
]36[ : 

�𝐷𝐷𝑘𝑘𝑖𝑖𝑋𝑋𝑖𝑖 −
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
𝑓𝑓�𝑋𝑋𝑘𝑘 ,𝑈𝑈𝑘𝑘 , 𝜏𝜏𝑘𝑘; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0,

𝑁𝑁

𝑖𝑖=0
𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁 

)29( 

آن   در  𝑋𝑋𝑘𝑘که  ≡ 𝑋𝑋(𝜏𝜏𝑘𝑘) ∈ ℝ𝑛𝑛    و𝑈𝑈𝑘𝑘 ≡ 𝑈𝑈(𝜏𝜏𝑘𝑘) ∈ ℝ𝑚𝑚      که
𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁    ،ورودي  است و  حالت  بردارهاي  بیانگر  ترتیب  به 

طیفی گاوس، تحقق قیود دینامیکی  کنترلی هستند. در روش شبه 
قرار   بررسی  مورد  تطبیق  نقاط  در  مقدار  میتنها  بنابراین،  گیرد. 

 
1 Gauss quadrature 

انتهایی   زمان  در  حالت  از    ،𝑋𝑋𝑁𝑁+1یا    𝑋𝑋𝑓𝑓متغیرهاي  استفاده  با 
 : ]50[شود می) مقید 30صورت معادله ( به 1کوادراتور گاوس

𝑋𝑋𝑓𝑓 = 𝑋𝑋0 +
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
�𝑤𝑤𝑘𝑘𝑓𝑓�𝑋𝑋𝑘𝑘,𝑈𝑈𝑘𝑘 , 𝜏𝜏𝑘𝑘; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�
𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

 )30( 

هاي گاوسی هستند. همچنین تابع هزینه ، وزن𝑤𝑤𝑘𝑘که در آن  
(  -زمان معادله  در  گاوس  18پیوسته  کوادراتور  از  استفاده  با   ،(

 : ] 36[شود میزده ) تقریب 31صورت معادله (به

𝐽𝐽
= ϕ�𝑋𝑋0, 𝑡𝑡0,𝑋𝑋𝑓𝑓 , 𝑡𝑡𝑓𝑓�

+
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
�𝑤𝑤𝑘𝑘𝑔𝑔�𝑋𝑋𝑘𝑘,𝑈𝑈𝑘𝑘 , 𝜏𝜏𝑘𝑘; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�
𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

 
)31( 

گسسته  فرم  نهایت  به   در  که  مسیر  قیود  و  مرزي  شرایط 
صورت معادلات  اند، بهشده) بیان  21) و (20ترتیب در معادلات (

 ) است: 33) و (32(

𝜙𝜙�𝑋𝑋0, 𝑡𝑡0,𝑋𝑋𝑓𝑓 , 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0 )32( 

𝐶𝐶�𝑋𝑋𝑘𝑘,𝑈𝑈𝑘𝑘 , 𝜏𝜏𝑘𝑘; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� ≤ 0, (𝑘𝑘 = 1, … ,𝑁𝑁) )33( 

) به همراه قیود جبري در 31شده در معادله (بیان    تابع هزینه
) (29معادلات   ،(30)  ،(32) و  مسئله33)  یک  ریزي برنامه  )، 

دهند. با حل این مسئله، یک حل تقریبی  می  غیرخطی را تشکیل 
زمان بهینه  کنترل  مسئله  (-براي  معادلات  در  که  تا  8پیوسته   (

 آید.  می  دستاست، به شده) توصیف 11(

در بعضی مسائل کنترل بهینه، در مسیرهاي حالت و ورودي 
مناسب براي افزایش    دارد. یک ایده  هایی وجودکنترلی ناپیوستگی

به حل  بازه  دستدقت  تقسیم  مسائل،  این  در  حل    آمده  زمانی 
حالت   این  در  است.  زیربازه  چند  به  بهینه  کنترل  مسئله 

)، در نقاط تطبیق  29سازي قیود دینامیکی جبري (معادله  برآورده
قرار  بررسی  مورد  زیربازه  هر  بهمی  درون  سپس،  منظور گیرد. 

فصل   در  مرزي  شرایط  حالت،  مسیرهاي  پیوستگی  برقراري 



عیلیموسوي،  سما  فروشان فر، چینیا
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. بنابراین، شرایط مرزي ]37,  35[ شود  ها مقید میشترك زیربازهم
 شود: می ) جایگزین34) با معادله (32شده در معادله (بیان 

ℒ (1)�𝑋𝑋0
(1), 𝑡𝑡0

(1)� = 0 

ℒ(𝑟𝑟)
(𝑟𝑟+1)�𝑋𝑋𝑓𝑓

(𝑟𝑟), 𝑡𝑡𝑓𝑓
(𝑟𝑟),𝑋𝑋0

(𝑟𝑟+1), 𝑡𝑡0
(𝑟𝑟+1)� = 0 

ℒ (𝑃𝑃)�𝑋𝑋𝑓𝑓
(𝑃𝑃), 𝑡𝑡𝑓𝑓

(𝑃𝑃)� = 0 

)34( 

𝑟𝑟ها و  ، تعداد زیربازه 𝑃𝑃که در آن  = 1, … ,𝑃𝑃 −  . ]37[است  1

 حالتتخمین کمک -٥

بهینه   مسئله  معادلات  تبدیل    پیوسته  -زمان  کنترل  در  یافته 
  توان با استفاده از حساب تغییرات و اصل کمینه) را می21) تا (18(

آوردن شرایط بهینگی مرتبه اول، دست  براي به  ]33[پونتریاگین  
اول    تغییرات مرتبه   کرد. شرایط بهینگی مرتبه اول با محاسبه  حل

 آیند: میدست ) به35( در معادله 𝐻𝐻  1تابع همیلتونین 

 

𝐻𝐻�𝑥𝑥, 𝜆𝜆, 𝜇𝜇,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�
= 𝑔𝑔�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�
+ 𝜆𝜆𝑇𝑇𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� 

−𝜇𝜇𝑇𝑇𝐶𝐶�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� 

)35( 

 

𝜆𝜆که در آن   ∈ ℝ𝑛𝑛   حالت و  بردار کمک𝜇𝜇 ∈ ℝ𝑐𝑐   بردار ضرایب
لاگرانژ مربوط به قیود مسیر است. شرایط بهینگی مرتبه اول در  

 : ]45[اند شده) بیان 36معادله (

 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝜏𝜏

=
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
𝑓𝑓�𝑥𝑥(𝜏𝜏),𝑢𝑢(𝜏𝜏), 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓�

=
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝜆𝜆

 

𝑑𝑑𝜆𝜆
𝑑𝑑𝜏𝜏

=
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
�−

𝜕𝜕𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑥𝑥

− 𝜆𝜆𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜇𝜇𝑇𝑇
𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑥𝑥
�

= −
𝑡𝑡𝑓𝑓 − 𝑡𝑡0

2
𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝑥𝑥

  

)36( 

 
1 Hamiltonian 

0 =
𝜕𝜕𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑢𝑢

+ 𝜆𝜆𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑢𝑢

− 𝜇𝜇𝑇𝑇
𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑢𝑢

=
𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝑢𝑢

 

𝜙𝜙�𝑥𝑥(𝜏𝜏0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝜏𝜏𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0 

𝜆𝜆(𝜏𝜏0) = −
𝜕𝜕ϕ

𝜕𝜕𝑥𝑥(𝜏𝜏0) + 𝜈𝜈𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜙𝜙

𝜕𝜕𝑥𝑥(𝜏𝜏0) 

𝜆𝜆�𝜏𝜏𝑓𝑓� =
𝜕𝜕ϕ

𝜕𝜕𝑥𝑥�𝜏𝜏𝑓𝑓�
− 𝜈𝜈𝑇𝑇

𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥�𝜏𝜏𝑓𝑓�

 

𝐻𝐻(𝑡𝑡0) =
𝜕𝜕ϕ
𝜕𝜕𝑡𝑡0

− 𝜈𝜈𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡0

 

𝐻𝐻�𝑡𝑡𝑓𝑓� = −
𝜕𝜕ϕ
𝜕𝜕𝑡𝑡𝑓𝑓

+ 𝜈𝜈𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡𝑓𝑓

 

𝜇𝜇𝑗𝑗(𝜏𝜏) = 0, 𝑤𝑤ℎ𝑒𝑒𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑗𝑗�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� < 0,
𝑗𝑗 = 1, … , 𝑐𝑐 

𝜇𝜇𝑗𝑗(𝜏𝜏) ≤ 0, 𝑤𝑤ℎ𝑒𝑒𝑛𝑛 𝐶𝐶𝑗𝑗�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0,
𝑗𝑗 = 1, … , 𝑐𝑐 

𝜈𝜈که در آن   ∈ ℝ𝑞𝑞   بردار ضرایب لاگرانژ مربوط به شرایط مرزي ،
 است.

که از حل    KKTتوان از ضرایب  طیفی گاوس میدر روش شبه 
برنامه به مسئله  غیرخطی  تخمین  میدست  ریزي  براي  آیند، 

کرد. با استفاده    ) و اثبات بهینگی مرتبه اول استفاده𝜆𝜆حالت (کمک
می ضرایب  این  مسئلهاز  یک  براي  بهینه  توان    - زمان  کنترل 

حالت را در نقاط تطبیق و نقاط  پیوسته، مقدار متغیرهاي کمک
طیفی گاوس  مرزي تخمین زد. تخمین کمک حالت در روش شبه

 شود: میزیر انجام  بر اساس قضیه

کمک  1  قضیه  نگاشت  استفاده  2حالت(قضیه  با  ضرایب  ):  از 
KKT  ابتدایی،  توان مقدار متغیرهاي کمک می زمان  را در  حالت 

 زد: ) تخمین37( صورت معادلهزمان انتهایی و نقاط تطبیق به

Λ𝑘𝑘 =
Λ�𝑘𝑘
𝑤𝑤𝑘𝑘

+ Λ�𝑓𝑓 

Λ0 = Λ�0,   Λ𝑓𝑓 = Λ�𝑓𝑓 )37(  

2 Costate mapping theorem 
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مربوط به    KKTبه ترتیب ضرایب    Λ�𝑓𝑓و    Λ�𝑘𝑘  ،Λ�0که در آن  
قیود دینامیکی در نقاط تطبیق، شرایط مرزي در زمان ابتدایی و  

انتهایی هستند.   زمان  در  ترتیب  به  Λ𝑓𝑓و    Λ𝑘𝑘  ،Λ0شرایط مرزي 
ده در نقاط تطبیق، زمان ابتدایی  ش  زدهحالت تخمین  بردار کمک

 . ]36[و زمان انتهایی هستند  

 

 

 

 سازي عدديشبیه -٦

شده در معادلات  توصیف    کنترل بهینه در این بخش مسئله
است. شده    حل طیفی گاوس) با استفاده از روش شبه 15) تا (12(

مسئله روش،  این  از  استفاده  بهینه   با  به   - زمان  کنترل  پیوسته 
تبدیلبرنامه  مسئله  غیرخطی  از    ریزي  استفاده  با  سپس  و  شده 

است. با توجه به  شده    حل  1دوم متوالی  ریزي درجهروش برنامه
مسئله  در  بهینه   اینکه  آزاد   کنترل  انتهایی  زمان  زمان،  کمترین 

مسئله متغیرهاي  بنابراین،  علاوه  است،  بهینه  مقدار  کنترل  بر 
نقاط تطبیق، شامل زمان    متغیرهاي حالت و ورودي کنترلی در 

کنترل بهینه با    شوند. شبه کد حل مسئله، نیز می𝑡𝑡𝑓𝑓انتهایی مانور  
طیفی گاوس و همچنین تخمین مسیرهاي استفاده از روش شبه 

ضرایب  کمک از  استفاده  با  جدول    KKTحالت  شده  بیان    1در 
 است.

با استفاده از روش  نهیکنترل به  مسئله حل. شبه کد  1جدول 
 گاوس   یفیطشبه

 عملیات
  شماره
 مرحله 

 )𝑥𝑥𝑓𝑓و   𝑥𝑥0تعیین شرایط اولیه و انتهایی بردار متغیرهاي حالت (  -
ها و تعداد نقاط تطبیق در هر زیربازه  تعیین تعداد زیربازه -

)𝑛𝑛𝐿𝐿   و𝑛𝑛( 
تعیین کران بالا و پایین براي متغیرهاي حالت و ورودي   -

 )𝐵𝐵𝑙𝑙و   𝑡𝑡𝑓𝑓 )𝐵𝐵𝑢𝑢کنترلی در تمام نقاط تطبیق و  

1 

 
1 Sequential quadratic programming (SQP)   

تعیین حدس اولیه براي متغیرهاي حالت و ورودي   -
 ) 𝑡𝑡𝑓𝑓 )𝑆𝑆0کنترلی در تمام نقاط تطبیق و  

قیود   تعیین تابع قیود مساوي غیرخطی براي محاسبه -
) و قیود مرزي از معادلات  29دینامیکی جبري از معادله (

 ) NonlinConst_fun) (نام تابع: 34) و (30(
) (نام  31مقدار تابع هزینه از معادله ( تعیین تابع محاسبه -

 ) Cost_funتابع: 

2 

ریزي غیرخطی با روش  برنامه  مسئله یافتن حل بهینه -
SQP  

[𝑆𝑆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜, Λ�] = SQP (Cost_fun, NonlinConst_fun, 𝑆𝑆0, 
𝐵𝐵𝑙𝑙, 𝐵𝐵𝑢𝑢) 

3 

حالت با استفاده از ضرایب  تخمین مسیرهاي کمک -
KKT  ،Λ�  37( معادله از ( 

4 

شبیه  این  بهسناریوي  شش  سازي  مجاورت  مانور  یک  صورت 
اند، است.  درجه آزادي بین دو فضاپیما که در یک مدار قرار گرفته 

تعقیب   فضاپیماي  ابتدایی،  زمان  از   20کننده  در  جلوتر  متر 
کننده منطبق  فضاپیماي هدف قرارگرفته و دستگاه بدنی تعقیب  

مانور،   انتهایی  زمان  در  است.  هدف  مداري  مرجع  دستگاه  بر 
تعقیب موقعیت    فضاپیماي  در  باید  بالاي    10کننده  متري 

همچن و  بگیرد  قرار   هدف  تعقیب فضاپیماي  بدنی  دستگاه    ین 
باشد. شماتیک  داشته    2𝐵𝐵کننده باید یک دوران خالص حول محور  

است. پارامترهاي فضاپیماي  شده  داده  نشان    2این سناریو در شکل  
 NASA X-rayکننده که بر اساس مشخصات فضاپیماي  تعقیب  

Timing Explorer(XTE)    شده   بیان  2، در جدول  شدهانتخاب  
. همچنین، مقدار متغیرهاي حالت فضاپیماي تعقیب  ]51[است  

مانور، در جدول   انتهایی  و  ابتدایی  زمان  در  شده    بیان  3کننده 
شبیه این  در  فرضاست.  بدنی  شده    سازي،  محورهاي  که  است 
تعقیب   براي فضاپیماي  مجزا  تراستري  عملگرهاي  داراي  کننده 

تولید نیروها و گشتاورهاي کنترلی هستند. همچنین با توجه به 
آوردن مسیرهاي حالت و دست  سازي هدف بهاینکه در این شبیه 

به  تراستري  عملگرهاي  مدل  است،  بهینه  کنترلی  صورت  ورودي 
است. ملاحظات مربوط به اعمال ورودي شده  رنظر گرفته  آل دایده
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کنترلی بهینه توسط عملگر (مانند تاخیر، ناهمواري سطح تراست  
 و ...) باید در طراحی سیستم کنترل مورد بررسی قرار گیرد.

کنترل بهینه با استفاده    سازي مسئله در گسسته  ها ربازهیزتعداد  
نقاط تطبیق در هر زیربازه،   و تعداد  20طیفی گاوس،  از روش شبه 

ي زمانی  که بازه  شدهاست. همچنین، فرضشده  درنظر گرفته    3
هاي  سازي این سناریو در شکلاست. نتایج شبیهها یکسان زیربازه

نشان  شده  داده    نشان  10تا    3 زمانی  تاریخچه  شده  داده  است. 
 است.  YXZبا ترتیب دوران    7براي تغییرات زوایاي اویلر در شکل  

 

 

سازي مانور مجاورت مداري شش . شماتیک سناریوي شبیه2شکل 
 درجه آزادي 

 کننده  بی تعق يمایمشخصات فضاپ. 2جدول  

مشخصات فضاپیماي   واحد  مقدار 
کننده تعقیب  

𝐼𝐼1 = 5621, 𝐼𝐼2
= 4547, 𝐼𝐼3 = 2364 Kg.m2 هاي اینرسی ممان  

𝑚𝑚 = 3200 Kg  جرم 

𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = [50,50,50]𝑇𝑇 Nm 
ماکزیمم گشتاورهاي کنترلی  

 قابل تولید 

𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
= [320,320,320]𝑇𝑇 N 

ماکزیمم نیروهاي کنترلی  
 قابل تولید 

ℎ𝑜𝑜𝑟𝑟𝑜𝑜𝑖𝑖𝑜𝑜 = 580 Km  ارتفاع مداري 

در زمان   کننده  بیتعق يمایحالت فضاپ  يرهایمقدار متغ. 3جدول 
 یی مانور و زمان انتها ییابتدا

 شرایط انتهایی
شرایط 
 ابتدایی 

 واحد 
متغیرهاي حالت 
فضاپیماي تعقیب  

 کننده 

[0,0,0]𝑇𝑇 [0,0,0]𝑇𝑇 rad/s [𝜔𝜔𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵  

�0, tan �
90°

2
� , 0�

𝑇𝑇

= [0,0.4142,0]𝑇𝑇 
[0,0,0]𝑇𝑇 ندارد   واحد  𝜎𝜎 

[0,0,0]𝑇𝑇 [0,0,0]𝑇𝑇 m/s [𝑣𝑣𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵  

[0,0,−10]𝑇𝑇 [20,0,0]𝑇𝑇 m [𝑠𝑠𝐵𝐵𝐵𝐵]𝐵𝐵  

 

است که  شده  داده  نشان    ]10,  7-5[هاي گذشته  در پژوهش
درنظر   با  بهینه،  زمان  وضعیت  مانور  یک  براي  کنترلی  ساختار 

بر روي مقدار گشتاورهاي کنترلی، به صورت گرفتن قید مکعبی 
  3هاي  سازي در شکلطور مشابه، نتایج شبیهبنگ است. به  -بنگ

زمان  می  نشان  4و   آزادي  درجه  مانور شش  یک  براي  که  دهد 
و   نیروها  مقدار  روي  بر  مکعبی  قید  گرفتن  درنظر  با  بهینه، 

به کنترلی  ساختار  نیز،  کنترلی  بنگگشتاورهاي  بنگ   -صورت 
است. مدت زمان مانور شش درجه آزادي زمان بهینه در سناریوي  

نظر   𝑡𝑡𝑓𝑓مورد  = 25.8727 𝑠𝑠𝑒𝑒𝑐𝑐    .واي است و  براي    ] 5[  بیلیموریا 

3𝐵𝐵(𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡ℎ𝑒𝑒 

1𝐵𝐵 

2𝐵𝐵 

3𝐵𝐵 

1𝐵𝐵 

2𝐵𝐵 20 

10 

3𝐵𝐵 

1𝐵𝐵 

2𝐵𝐵 
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ي مجزا محوره یک فضاپیما با کنترل سه  مانور وضعیت زمان بهینه 
اند که اگرچه مانور وضعیت، یک چرخش خالص حول  داده  نشان

یک محور بدنی باشد، اما گشتاورهاي کنترلی حول محورهاي بدنی  
دیگر نیز براي دستیابی به زمان کمتر براي مانور وضعیت درگیر  

مورمی سناریوي  نتایج  شکل شوند.  در  نظر    نشان   4و    3هاي  د 
میمی را  موضوع  این  که  درجه دهد  شش  مانور  یک  براي  توان 

 داد.  آزادي زمان بهینه نیز تعمیم 

شکل همان در  که  است، شده    دادهنشان    9تا    5هاي  طور 
زاویه  سرعت  موقعیت  بردارهاي  و  نسبی  سرعت  وضعیت،  اي، 

انتهایی  فضاپیماي تعقیب   به شرایط    3مطلوب در جدول  کننده 
بعدي مانور شش درجه آزادي زمان بهینه رسند. شماتیک سهمی

 است. شده  داده نشان 10براي سناریوي مورد نظر در شکل 

 

 

 . تاریخچه زمانی گشتاورهاي کنترلی3شکل 

 

 
 . تاریخچه زمانی نیروهاي کنترلی4شکل 

 

 اي هاي سرعت زاویه .  تاریخچه زمانی مولفه 5شکل 
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 یافته.  تاریخچه زمانی پارامترهاي رودریگز اصلاح6شکل 

 .  تاریخچه زمانی زوایاي اویلر7شکل 

 هاي سرعت نسبی.  تاریخچه زمانی مولفه 8شکل 

 

 .  تاریخچه زمانی موقعیت9شکل 

 

 
 بعدي مانور شش درجه آزادي زمان بهینه . شماتیک سه 10شکل 

 

مرتبه به بهینگی  اثبات  به   منظور  حل  از دست  اول  آمده، 
، با استفاده  1  شود. بر اساس قضیهمیحالت استفاده  تخمین کمک

  دستریزي غیرخطی بهبرنامه  که از حل مسئله  KKTاز ضرایب  
ق و نقاط  حالت را در نقاط تطبیتوان متغیرهاي کمکآیند، میمی

20 𝑚𝑚 

10 𝑚𝑚 

1𝐵𝐵 
2𝐵𝐵 3𝐵𝐵 

1𝐵𝐵 

2𝐵𝐵 

3𝐵𝐵 

3𝐵𝐵 

2𝐵𝐵 1𝐵𝐵 
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تا    11هاي  حالت در شکلزد. نتایج تخمین کمک مرزي تخمین  
 است.  شده  دادهنشان  14

 ايهاي مربوط به سرعت زاویهحالت. تاریخچه زمانی کمک11شکل 

 
هاي مربوط به پارامترهاي حالت. تاریخچه زمانی کمک12شکل 

 یافتهرودریگز اصلاح

 
 هاي مربوط به سرعت نسبی حالت. تاریخچه زمانی کمک13شکل 

 

 
 هاي مربوط به موقعیت حالت. تاریخچه زمانی کمک14شکل 

 

 )، براي مسئله8صورت معادله (با درنظر گرفتن تابع هزینه به
بهینه  تابع  کنترل  نظر،  مورد  زمان  هاي  کمترین 

ϕ�𝑥𝑥(𝑡𝑡0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓�    و𝑔𝑔(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)  زیر به صورت 
 هستند:

ϕ�𝑥𝑥(𝑡𝑡0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝑡𝑡𝑓𝑓 

𝑔𝑔(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) = 0 
)38( 
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شبیه  این  در  مرزي  همچنین  شرایط  سازي، 
𝜙𝜙�𝑥𝑥(𝑡𝑡0), 𝑡𝑡0, 𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�, 𝑡𝑡𝑓𝑓�    از  مشخص تابعی  نیستند   𝑡𝑡𝑓𝑓هستند و 

). بنابراین، بر اساس شرایط بهینگی مرتبه اول در  3(مطابق جدول  
 ) خواهیم داشت: 36معادله (

 

𝐻𝐻�𝑡𝑡𝑓𝑓� = −1 
 

) براي مسئله کنترل  35همیلتونین در معادله (از طرفی تابع  
 ) است:39(  صورت معادلهمورد نظر به بهینه 

 

𝐻𝐻�𝑥𝑥, 𝜆𝜆, 𝜇𝜇,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝜆𝜆𝑇𝑇𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜏𝜏; 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡𝑓𝑓� )39( 

 

)، تابع همیلتونین در 13با توجه به قیود دینامیکی در معادله (
 ) تابعی از زمان نیست. در نتیجه:39معادله (

𝜕𝜕𝐻𝐻
𝜕𝜕𝑡𝑡

= 0 

بازه باید در طول  تابع همیلتونین  مانور زمان    بنابراین،  زمانی 
 باشد.  - 1بهینه ثابت و برابر با 

𝐻𝐻(𝑡𝑡) = −1 

دهد که در  مینشان    15نمودار زمانی تابع همیلتونین در شکل  
شده تقریبا ثابت و  زمانی مانور، تابع همیلتونین محاسبه    طول بازه

با   برابر  آن  تقریبی  به  - 1مقدار  حل  بنابراین  آمده  دست  است. 
 کند. میشرایط بهینگی مرتبه اول را برآورده 

 . تاریخچه زمانی همیلتونین15شکل 

 

آمده از  دست در این قسمت براي سناریوهاي مختلف، نتایج به
طیفی گاوس با  کنترل بهینه با استفاده از روش شبه  حل مسئله

افزار   نرم  است. بدین منظور،   شده  مقایسه  ] GPOPS  ]52نتایج 
گرفتن  نظر  در  با  بهینه  زمان  آزادي  درجه  شش  مانور  مسئله 

تموقعیت فضاپیماي  مختلف  اولیه  به    عقیبهاي  نسبت  کننده 
است. مدت زمان مانور شش   شدهدستگاه مرجع مداري هدف حل  

  بیان   4درجه آزادي زمان بهینه براي سناریوهاي مختلف در جدول  
 است. شده 

 

 GPOPSطیفی گاوس و نرم افزار . نتایج تطبیقی روش شبه4جدول 
 براي سناریوهاي مختلف 

درصد 
 تغییرات(%) 

𝒕𝒕𝒇𝒇  نرم افزار
GPOPS 

)sec( 

𝒕𝒕𝒇𝒇 طیفی روش شبه
 )secگاوس (

موقعیت 
 ) mاولیه(

0.0104 25.87 25.8727 
[20,0,0]𝑇𝑇 

 سناریوي اصلی 

0.5113 26.0336 26.1674 [20,4,0]𝑇𝑇 

0.8837 26.1652 25.9360 [20,4,4]𝑇𝑇 
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0.9271 25.8986 25.6607 [20,4,−5]𝑇𝑇 

1.5325 28.2784 28.7185 [25,−5,−5]  

 

آمده از    دست، نتایج به4شده در جدول  با توجه به نتایج ارائه  
مسئله  شبه   حل  روش  از  استفاده  با  بهینه  گاوس،  کنترل  طیفی 

کنترل بهینه با استفاده از نرم    مطابقت مناسبی با نتایج حل مسئله
دارد و حتی در مواردي مدت زمان مانور زمان بهینه    GPOPSافزار  

 کمتر نیز است.

 گیري هنتیج -۷

مانور شش درجه آزادي زمان بهینه    در این پژوهش مسئله
و   وضعیت  کنترل  براي  مجزا  عملگرهاي  با  فضاپیما  یک  براي 

عنوان یک نمونه از مانور شش  موقعیت مورد بررسی قرار گرفت. به
مسئله  آزادي،  بهینه   درجه  مانور    کنترل  براي  زمان  کمترین 

از روش   بنديمجاورت بین دو فضاپیما فرمول شده و با استفاده 
حل  شبه  گاوس  ضرایب  طیفی  از  استفاده  با  سپس،  ،  KKTشد. 

 انجام شد. حالت تخمین کمک 

مانور شش درجه   داد که براي مسئله سازي نشان  نتایج شبیه
بنگ   -صورت بنگمورد نظر، ساختار کنترلی به  آزادي زمان بهینه 

به صحت است.  بهمنظور  حل  از  دست  سنجی  استفاده  با  آمده، 
آمده شرایط دست  شد که نتایج بهداده    حالت نشانتخمین کمک 

کند. در نهایت براي سناریوهاي  میبهینگی مرتبه اول را برآورده  
دست به  مختلف، مدت زمان مانور شش درجه آزادي زمان بهینه 

مسئله از حل  ر  آمده  از  استفاده  با  بهینه  شبه کنترل  طیفی وش 
آمده از حل مسئله کنترل بهینه با استفاده  دست  گاوس، با نتایج به

که  دادشد. نتایج این مقایسه نشان  مقایسه    GPOPSاز نرم افزار  
از روش شبه دست  حل به استفاده  با  طیفی گاوس مطابقت  آمده 

 دارد.    GPOPSافزار خوبی با نتایج نرم
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